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ВВЕДЕНИЕ   
 

 

 

 

 

Распространение электромагнитного поля в проводящей среде, неодно-

родной в силу различных естественных или искусственных причин, чаще 

всего наиболее адекватно отражает реальную физическую ситуацию. Обна-

ружение локальных проводящих объектов и определение их физико-

геометрических параметров является одной из задач электромагнитных гео-

физических методов, а определение скрытых нарушений однородности – од-

на из задач дефектоскопии. Применение электромагнитных методов возмож-

но и в ином плане – поиск такого типа и характеристик источника поля, ко-

торый слабо чувствителен к локальной электрической неоднородности с из-

вестными параметрами. Универсальность применения электромагнитных ме-

тодов благодаря широкому диапазону изменения удельных электрических 

сопротивлений в природных средах и технических материалах, а так же воз-

можность использования различных по типу и параметрам источников поля 

определяет важность изучения закономерностей распространения электро-

магнитного поля в неоднородных проводящих средах. 

Для изучения рассеяния гармонического или импульсного электромаг-

нитного поля искусственного источника на локальных трехмерных объектах 

(сокращенно 3D) во многих областях науки и техники широко используется 

математическое моделирование.  

Одним из первых уравнение для напряженности электрического поля, 

вызванного плотностью гармонических токов, распределенных в локальном 

объеме, привел Дж. А. Стрэттон в качестве решения задачи в монографии 

«Теория электромагнетизма» [Стрэттон, 1948, с.411]. Позже этот способ опи-

сания рассеяния электромагнитного поля был использован в материаловеде-

нии [Финкельберг, 1964] и впоследствии развит в геофизике [Дмитриев, 

1969, 1977; Raiche, 1974; Таборовский, 1975; Hohmann, 1975; Weidelt, 1975 и 
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др.], в медицине [Livesay, 1974], в радиофизике [Исимару, 1981] и других об-

ластях науки.  

Для математического описания рассеяния гармонического поля на ло-

кальных объектах в настоящей работе используется именно метод векторных 

объемных интегральных уравнений, который при численной реализации сво-

дится к системе линейных алгебраических уравнений. Для решения ком-

плексных систем алгебраических уравнений большой размерности в настоя-

щее время разработано большое число численных методов, обладающих ус-

тойчивыми алгоритмами с необходимой точностью вычислений. Современ-

ные мощные вычислительные суперкомпьютеры с огромными ресурсами па-

мяти и быстродействием позволяют проводить вычисления переменных 

электромагнитных полей с проводящими 3D объектами со сложным внут-

ренним строением. 

Отметим, что для однородных по свойствам 3D тел возможно построе-

ние поверхностных интегральных уравнений, называемых формулами Стрэт-

тона-Чу [Стрэттон, 1948]. При их дискретизации размерность получаемой 

системы линейных алгебраических уравнений меньше. Однако в представ-

ленной работе используется математический аппарат именно объемных ин-

тегральных уравнений, поскольку позволяет исследовать рассеяние поля не-

однородными объектами, что является зачастую очень важным фактором при 

проведении моделирования 3D неоднородных сред со сложным внутренним 

строением. Кроме того, опыт решения подобных задач с 3D объектами для 

магнитостатики [Пеккер, 1969; Тозони, 1975], электромагнитного поля по-

стоянных и гармонических токов [Дмитриев, 1973; Ильин, 1985;  Курбатов, 

1984; Хижняк, 1986 и др.], а так же других потенциальных полей, включая их 

парные и перекрестные эффекты [Кормильцев, 2000], показывает, что описа-

ние полей методом объемных интегральных уравнений по физической сути 

эквивалентно полям суперпозиции вторичных элементарных диполей, возни-

кающих в элементах объема тела [Тозони, 1975; Hohmann, 1975]. Это мате-

матическое описание позволяет понять физическую простоту процесса рас-
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сеяния электромагнитного поля на локальном проводящем объекте. 

В представленной работе особое внимание при изложении физических и 

математических аспектов описания рассеяния электромагнитного поля уде-

лено индукционным токам, возникающим в 3D проводящих объектах под 

действием переменного магнитного поля. Это связано с тем обстоятельством, 

что известное трехмерное уравнение для гармонического электрического по-

ля не полностью описывает рассеяние поля проводящим объектом. Возни-

кающее затруднение сразу проявляет себя при изучении рассеяния низкочас-

тотного электромагнитного поля проводящим объектом, находящимся в не-

проводящей вмещающей среде. Кроме того, выполненные исследования в 

данной постановке задачи позволяют сопоставлять получаемые расчетные 

данные с результатами физического моделирования с проводящим объектом, 

подобным изучаемому, расположенным в воздухе. Исследования рассеяния 

поля на 3D объекте в непроводящей среде имеют и самостоятельное значе-

ние, например в дефектоскопии проводящих технических изделий при обна-

ружении нарушений сплошности. 

Если проводящее тело имеет форму, близкую к шару, можно сопоста-

вить результаты расчетов поля 3D объекта с аналитическим решением этой 

задачи (называемой задачей Ми) о дифракции электромагнитной волны на 

проводящем шаре [Борн, Вольф, 1970; Смайт, 1954] (или аналогичным ана-

литическим решением с другими источниками гармонического поля) и по-

добного затруднения не возникает.  

Впервые описание рассеяния гармонического электромагнитного поля 

на объекте малого размера системой вторичных электрического и магнитного 

диполей, как перекрестный электромагнитный эффект, было изложено в ра-

боте Морса и Фешбаха [Морс, Фешбах, 1960, с.813] для определения пере-

распределения гармонического поля на проводящей сфере. В полной мере 

эта идея относится и к задаче рассеяния гармонического поля на 3D провод-

нике. 

Перекрестный эффект электрического и магнитного полей наиболее яр-
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ко проявляет себя в таком природном феномене как свет. Взаимное преобра-

зование переменных электрического поля в магнитное и, напротив, магнит-

ного - в электрическое, приводит к распространению электромагнитных волн 

в космосе (как среды без потерь) от мощных звездных источников на огром-

ные по космическим масштабам расстояния в течение гигантского по дли-

тельности времени. Если распространение поля происходит в проводящей 

среде и на более низких частотах, по сравнению с частотой света, то это при-

водит к существенному преобразованию энергии электромагнитного поля в 

тепловую энергию и затуханию поля при его распространении от источника. 

Однако перекрестный эффект наблюдается вплоть до инфранизких частот. 
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Г л а в а  1 

 

 

СИЛЫ, ДЕЙСТВУЮЩИЕ НА ЗАРЯД СО СТОРОНЫ ЭЛЕКТРО-

МАГНИТНОГО ПОЛЯ 

 

 

Изучение рассеяния электромагнитного поля на локальном проводящем 

объекте следует начать с рассмотрения сил, действующих на заряды со сто-

роны электрического и магнитного поля. Отклик или реакция заряда или со-

вокупности зарядов в малом объеме среды на воздействие сил является осно-

вой правильного физического описания процесса рассеяния гармонического 

поля. 

1.1 Основные законы электромагнетизма. 

 Закон Кулона, открытый в 1785 году для электростатической силы 
E

F  

взаимодействия двух точечных зарядов  q и Q в среде, характеризуемой ди-

электрической проницаемостью ε, имеет вид [Смайт, 1954; Ландау, 1988; 

Фейнман, 1965] 

3
04

E qQ

r


r
F ,         (1.1) 

где 
9

/
o

10 36 


  – электрическая постоянная [Ф/м].  

Заметим, что действующие на заряды электростатическое поле в непро-

водящей среде или электрическое поле в проводящей среде по физической 

сути являются эквивалентами.  Применяемые в электродинамике термины 

«электростатическое поле» указывает на непроводящие (диэлектрические) 

свойства среды, в котором оно действует и неподвижные статические заряды, 

а «электрическое поле» указывает на свободные заряды, движение которых 

обуславливает электрическую проводимость вещества и приводит к возник-

новению токов проводимости. 
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Открытие закона Кулона позволило ввести в физике фундаментальные 

понятия поля и его силовых характеристик – скалярного электрического по-

тенциала U  и вектора напряженности электрического поля E
E , связанных 

соотношениями: 

3
04

E
Eq

gradU
Q r

   
F r

E .      (1.2) 

Обобщение закона Кулона позволяет рассматривать действие на заряд 

со стороны внешнего электрического поля, создаваемого любым сторонним 

источником, причем независимо от того, движется этот заряд или является 

неподвижным (статическим). Если заряд подвижен, т.е. является свободным, 

то второй силой, действующей на движущийся с постоянной скоростью V за-

ряд со стороны внешнего магнитного поля индукцией B, является магнитная 

сила 
B

F  [Матвеев, 1983; Парселл, 1971; Фейнман, 1977] 

  







 B

l
BVF ,

dt

d
q,q

B
.        (1.3) 

Направление действия силы определяется по правилу левой руки (рис.1). Од-

нородное магнитное поле  В, направленное перпендикулярно вектору скоро-

сти движения V заряда q, заставляет его под действием силы Ампера двига-

ется по окружности постоянного радиуса [Парселл, 1971]. 

 

Рис. 1. 

Формула (1.3) есть результат экспериментально установленной Ампером 

в 1820 году силы взаимодействия двух малых элементов тока [Матвеев, 1983] 
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 
 1 1

34

A o
I I d d

I d
r

, ,
,





    
l l r

F l B ,      (1.4) 

осуществляемое через воздействие на движущиеся заряды в одном токовом 

элементе Idl  со стороны магнитного поля B, создаваемом другим токовым 

элементом  I1dl1  по закону Био-Савара [Матвеев, 1983; Парселл, 1971] 

 1 1

34

o
I d

r

,




l r
B . 

Поскольку каждый движущийся заряд создает элементарный линейный ток с 

моментом  
d

Id q q
dt

 
l

l V , отсюда следует для силы Ампера формула (1.3). 

Формула для магнитной силы (1.3) имеет еще один вид. Сила тока I, по 

определению, есть изменение величины зарядов во времени в локальной точ-

ке (или малом объеме) пространства 

idqdQ
I

dt dt
    . 

Рассматривая силу тока как изменение величины заряда относительно точки 

его первоначального положения, который за малое время dt уменьшился 

вследствие его перемещения, (что соответствует положительному значению 

силы тока рис. 1) формула для силы Ампера (1.4), описывающей силовое 

воздействие со стороны магнитного поля на изменение величины заряда во 

времени имеет вид 

 BlF ,d
dt

dqA
 .         (1.5) 

В этом выражении, поскольку сам элементарный заряд не исчезает, а пере-

мещается под действием магнитного поля, величина dl характеризует изме-

нение его пространственного положения за малое время dt. 

Выражения (1.3) и (1.5) для магнитной силы, действующей со стороны 

постоянного магнитного поля индукцией B на заряд величиной q, являются 

эквивалентными записями. По сути, запись силы в виде (1.3) есть перенесен-

ный на микроуровень элементарных зарядов вид силы Ампера, действующей 
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на токи со стороны внешнего магнитного поля (1.4). При этом причиной 

движения заряда является любая внешняя сила, перемещающая заряд в про-

странстве, например механическая, тепловая или Кулоновская сила 
E

F , дей-

ствующая на заряд q со стороны внешнего электрического поля по направле-

нию его вектора напряженности E . 

Сила Лоренца, действующая на свободный электрический заряд величи-

ной q, движущийся с постоянной скоростью V  во внешнем электромагнит-

ном поле, является суммой двух сил, обобщающих два экспериментально от-

крытых закона – Кулона и Ампера [Парселл, 1971; Фейнман, 1977] 

 q q , F E V B . 

В курсах физики неоднократно отмечалось, что закон Кулона (1.1) и за-

кон всемирного тяготения Ньютона для взаимодействия двух точечных масс 

имеют схожую форму. Точечная масса m в гравитационном поле движется 

ускоренно     , ускоренно движется и заряд q, попадающий в электриче-

ское поле. Движение каждого заряда в направлении действия Кулоновской 

силы есть элементарный электрический ток, увеличивающийся с момента 

начала движения. Каждый элементарный ток создает свое магнитное поле, 

также увеличивающееся с ростом скорости движения заряда. Движение заря-

дов одинакового знака в одном направлении вдоль направления внешнего 

электрического поля согласно формуле (1.4) сопровождается их взаимным 

притяжением посредством создаваемого ими магнитного поля. Чем быстрее 

движется один заряд, тем большее действие он оказывает на соседний заряд 

согласно силе Ампера. Взаимное притяжение двух движущихся зарядов ог-

раничивается отталкивающим действием силы Кулона со стороны соседнего 

заряда, поскольку они имеют одинаковый знак. 

В скрещенных однородных электрическом и магнитном полях совмест-

ное силовое действие двух полей на свободный движущийся заряд, заставля-

ет его двигаться по траектории в виде циклоиды, являющейся суперпозицией 

линейного и кругового движений [Ландау, 1988; Фейнман, 1977]. Объемное 
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распределение свободных зарядов в среде, начинающих движение во всех 

точках объема при возникновении внешнего электрического поля, их силовое 

взаимодействие приводит к сложной пространственной конфигурации их 

траекторий движения.  

Классическая теория электропроводности проводников основана на ос-

реднении скорости движения зарядов за счет соударений с атомами вещества 

[Матвеев, 1980; Парселл, 1971; Тамм, 1954]. При этом происходит передача 

части кинетической энергии движущегося заряда неподвижной кристалличе-

ской решетке проводника и ее нагрев в виде выделения Джоулева тепла. Ма-

лую среднюю скорость движения зарядов можно объяснить также сложной 

траекторией движения свободных зарядов за счет силового взаимодействия 

между ними.  

Принимая концентрацию зарядов q величиной N (м
-3

) в объеме среды и 

осредняя скорость движения для совокупности зарядов, формула для плотно-

сти тока проводимости имеет вид qNi V  или  i E  с размерностью Ку-

лон/с/м
2
 т.е. Ампер/м

2
. Последняя запись, называемая законом Ома в диффе-

ренциальной форме, позволяет перейти от сложного движения единичного 

заряда к направленному движению вдоль силовых линий электрического по-

ля совокупности свободных зарядов. Несмотря на то, что в формуле для 

плотности тока проводимости стоит величина средней скорости движения 

зарядов, характеризующая свойства зарядов в некотором объеме среды, диф-

ференциальная форма закона Ома является соотношением, характеризующем 

величины в каждой точке пространства. При этом можно перейти от средней 

скорости движения зарядов к характеристике проводящих свойств среды, где 

происходит перенос свободных зарядов, которая называется удельной элек-

тропроводностью q N U    , где U V / E  – подвижность зарядов 

(средняя скорость движения зарядов в единичном электрическом поле в дан-

ной среде). В характеристике подвижности свободных зарядов U учитывает-

ся длина свободного пробега заряда в кристаллической решетке по сложной 
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траектории с учетом действия двух сил — Кулона и Ампера со стороны элек-

трического и магнитного поля. 

*  
В современной теории электропроводности проводников учитываются 

волновые свойства электронов, а их упорядоченное движение рассматривает-

ся как процесс возникновения и распространения электронных волн. Элек-

трическое сопротивление объясняется рассеиванием электронных волн на 

кристаллической решетке. Некоторые теории электропроводности рассмат-

ривают процесс протекания тока в проводящей среде как последовательный 

обмен электронами внешних орбит соседних атомов вдоль замкнутых сило-

вых линий электрического поля, при этом наличие в среде свободных заря-

дов игнорируется. 

Для рассматриваемого в нашем случае рассеяния электромагнитного по-

ля на макроуровне, где величина электропроводности определяется усред-

ненным значением для малого объема среды, мы остановимся на классиче-

ском описании теории электропроводности. 

1.2 Импульс магнитной силы. Сила Фарадея и сила Лоренца 

Рассмотрим силовое воздействие на заряд в случае переменного элек-

тромагнитного поля. Сопоставление выражений для силового воздействия 

магнитного поля для силы Ампера 
A

F  вида (1.5) и 
B

F  вида (1.3) позволяет 

рассматривать импульс магнитной силы (Н∙c), действующей на заряд со 

стороны магнитного поля 

 BlFF ,dqdt dt
BA

        (1.6) 

как изменение во времени всех входящих величин, а именно: 

- величины заряда в данной точке пространства: 

- пространственного положения заряда; 

- величины магнитного поля. 

Изменение во времени первых двух величин, как было показано ранее, 

являются эквивалентными записями.  

Согласно теории относительности движения не важно, какая физическая 
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величина изменяется – заряд, изменяя пространственное положение, или 

магнитное поле. В любом случае возникает импульс магнитной силы. Исто-

рически в разное время были открыты два явления: — действие силы при 

движении зарядов (при течении тока) со стороны постоянного магнитного 

поля, открытое Ампером в 1820 году и возникновение силы, действующей на 

заряды при изменении магнитного поля — открытое Фарадеем в 1831 году 

как физическое явление индукции.  

Обобщение закона электромагнитной индукции Фарадея как возникно-

вение ЭДС в замкнутом контуре при изменении потока магнитного поля че-

рез его площадь независимо от причины этого изменения дано Дж. К. Мак-

свеллом в работе «О физических силовых линиях» в 1861 году [Фейнман, 

1977]. В этой работе проанализированы обе причины возникновения ЭДС: 

- изменение площади контура, пересекаемой постоянным магнитным 

полем, которая названа «двигательной» ЭДС; 

- изменение величины магнитного поля за счет или изменения ориенти-

ровки момента источника в пространстве или изменения самой величины 

момента во времени. Эта ЭДС названа «трансформаторной». 

Интегральная форма закона Фарадея, представленная Максвеллом, име-

ет вид [Матвеев, 1980; Парселл, 1971] 

ε l n

L S

d d
E dl Ф B dS

dt dt
      ,      (1.7) 

где S – площадь, ограниченная замкнутым контуром L.  

В этой общепринятой формулировке закона электромагнитной индукции 

Фарадея скрыто то обстоятельство, что действие переменного магнитного 

поля на заряд так же является силой. Изменение во времени магнитного по-

тока Ф и возникновение ЭДС как изменение площади контура и изменение 

величины магнитной индукции во времени следует рассматривать в (1.7) как 

производную от произведения двух функций (принимая, что магнитное поле 

является однородным в контуре малого размера) 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B6%D0%B5%D0%B9%D0%BC%D1%81_%D0%9A%D0%BB%D0%B5%D1%80%D0%BA_%D0%9C%D0%B0%D0%BA%D1%81%D0%B2%D0%B5%D0%BB%D0%BB
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B6%D0%B5%D0%B9%D0%BC%D1%81_%D0%9A%D0%BB%D0%B5%D1%80%D0%BA_%D0%9C%D0%B0%D0%BA%D1%81%D0%B2%D0%B5%D0%BB%D0%BB
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B0%D0%B9%D0%BB:On_Physical_Lines_of_Force.pdf
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 n n n

d d d
B S S B B S

dt dt dt
  . 

Из формулы для импульса магнитной силы (1.6) следует, что сила, дей-

ствующая на заряд со стороны переменного магнитного поля, может быть за-

писана в виде 











dt

d
,dq

B
lF ,         (1.8) 

а напряженность электрического поля i
E , возникающую при ее действии на 

заряд, следует называть индукционной напряженностью для отличия от на-

пряженности электрического поля E
E , обусловленной действием Кулонов-

ской силы со стороны внешнего электрического поля 

,i d
d

q dt

F B
E l

 
   

 
.         (1.9) 

Эта формула соответствует дифференциальной форме закона электро-

магнитной индукции Фарадея, записанной Максвеллом в виде [Фейнман, 

1977] 

d
rot

dt
 

B
E ,          (1.10) 

но лишь формально, поскольку величина ld  является неопределенной.  

Заметим, что величину e qdM l  в формуле (1.8) следует понимать как 

электрический момент, возникающий под действием переменного магнитно-

го поля на элементарный заряд.  

Согласно дифференциальной форме закона индукции (1.10), вихревое 

электрическое поле возникает в пространстве независимо от проводящих 

свойств окружающей среды, т.е. наличия или отсутствия зарядов. При этом 

индукционный ток возникает только в проводящей среде. 

Выражение (1.8) не является эквивалентной записью для магнитной си-

лы Ампера, описываемой формулами (1.3) или (1.5). Это выражение для силы 

имеет самостоятельное значение и следует из закона индукции Фарадея. Ее 

следует называть силой Фарадея, поскольку она обусловлена действием на 
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заряд со стороны переменного магнитного поля. 

Формула для магнитной силы, действующий на заряд со стороны маг-

нитного поля принимает вид 

 , , ,
d d d

q d q q d
dt dt dt

   
     

   

l B
F l B B l ,     (1.11) 

а сила Лоренца, действующая на электрический заряд q со стороны внешнего 

электромагнитного поля 

 , , ,
d d d

q q d q q q d
dt dt dt

   
       

   

l B
F E l B E B l     (1.12) 

и содержит в себе три составляющие силы: Кулона, Ампера и Фарадея. В 

случае стационарного электромагнитного поля на свободные заряды в про-

водящей среде действуют силы Кулона и Ампера, а в случае переменного 

поля к ним добавляется сила Фарадея. 

На заряд может действовать только одна сила Фарадея. Ее действие опи-

сано в курсах физики как эксперимент, проведенный Фарадеем в 1831 году, 

впервые показывающий возникновение ЭДС индукции и индукционного тока 

в проводящем замкнутом контуре, находящимся в воздухе, изменяющимся 

магнитным полем [Джексон, 1965; Парселл, 1971]. Силы Кулона и Ампера в 

возникновении ЭДС индукции не участвуют. 

Совместное действие сил Ампера и Фарадея следует непосредственно из 

формулы закона электромагнитной индукции (1.7) если рассматривать одно-

временно изменение во времени двух величин – площадь контура и магнит-

ную индукцию. При этом важно, что действие двух сил – Ампера и Фарадея 

имеют одинаковое направление.  

Приведем описание двух экспериментов, показывающих совместное 

действие двух сил, причем действие каждой из сил можно определить раз-

дельно за счет встречных направлений. 

В первом эксперименте, описанном в учебниках по электродинамике, 

измерения ЭДС в замкнутом контуре с уменьшающейся площадью при одно-

временном пропорциональном увеличении величины магнитной индукции, 
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пересекающей ее, приводит к нулевой общей величине ЭДС [Матвеев, 1983]. 

Совместное пропорциональное изменение и площади, и индукции определя-

ют общую нулевую ЭДС за счет встречного действия на заряды двух сил – 

Ампера и Фарадея.  

Второй эксперимент состоит в измерении ЭДС, наводимой в замкнутом 

контуре магнитным полем гармонического тока в соосной индукционной ге-

нераторной катушке. Измерительный контур и генераторная катушка имеют 

малые размеры по сравнению с расстоянием между ними. Измерительный 

контур может вращаться вокруг оси, ортогональной плоскости контура, по 

гармоническому закону cos t , т.е. при вращении площадь измерительного 

контура относительно оси генераторной катушки изменяется как 

0 cosS S t .  Круговые частоты вращения контура и изменения силы тока в 

генераторной катушке одинаковы и равны ω. 

Магнитное поле с величиной модуля индукции В0 от постоянного тока I0 

в катушке индуцирует во вращающемся контуре ЭДС, равную  

ε 0 0 0 sinB S B S t
t

 


  


.  

Эта часть измеряемой ЭДС обусловлена действием на движущийся за-

ряд со стороны постоянного магнитного поля, т.е. описывает действие силы 

Ампера. 

В неподвижном измерительном контуре, соосном с катушкой, перемен-

ный ток генераторной катушки 0 cosI I t  создает магнитное поле равное  B 

= B0 cos t , которое индуцирует в контуре аналогичную величину ЭДС, рав-

ную  

ε 0 0 0 sinS B B S t
t

 


  


.  

Эта часть измеряемой ЭДС обусловлена действием на неподвижные за-

ряды со стороны переменного магнитного поля, т.е. описывает действие си-

лы Фарадея. 
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Если фазовый сдвиг между частотой вращения контура и частотой тока 

в катушке равен нулю, то совместное изменение по одному закону cos t  

двух величин - площади и магнитной индукции, определяющих ЭДС в кон-

туре, дает величину ЭДС удвоенной частоты 

ε  0 0 0 02sin cos sin 2S B B S = B S t t B S t
t t

    
 

   
 

. 

Если ток в генераторной катушке сдвинуть на угол π/2 относительно уг-

ла вращения измерительного контура, т.е. 0 sinI I t , то магнитное поле пе-

ременного тока в катушке создает в неподвижном контуре ЭДС  

ε 0 0 0 cosS B B S t
t

 


   


, 

а совместное изменение по разным законам двух величин - площади и маг-

нитной индукции, определяющих ЭДС в контуре, создает величину ЭДС 

ε  2 2
0 0 0 0sin cos cos2S B B S = B S t t B S t

t t
    

 
     

 
. 

В этом опыте можно наблюдать как раздельный, так и совместный вклад 

двух сил – Ампера и Фарадея в создаваемую величину ЭДС индукции в 

замкнутом контуре. 

 

1.3 Движение заряда в переменном электромагнитном поле 

Изложенные выше основы классической теории электропроводности как 

перенос свободных зарядов под действием силы Кулона, относятся к провод-

никам, а точнее – к металлам (золото, медь, алюминий, железо и др.), обла-

дающим на макроуровне очень высокой удельной электропроводностью. 

Большинство природных сред и технических материалов обладают величи-

нами удельной электропроводности на много порядков меньше металлов и, 

по сути, являются полупроводниками, проводимость которых обусловлена 

связанными зарядами [Паркинсон, 1986]. 

Под действием силы Кулона на электрически нейтральную среду, спо-
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собную поляризоваться внешним электрическим полем, происходит смеще-

ние положительных и отрицательных зарядов относительно их первоначаль-

ного нейтрального положения. Положительные заряды смещаются по линии 

направления внешнего поля E , отрицательные - во встречном направлении, 

образуя электрический диполь. При этом в переменном гармоническом элек-

трическом поле Кулоновская сила 
E

F  (1.1) и пространственное смещение 

зарядов изменяются синхронно (в фазе) с изменением поля. 

Как следует из формулы (1.8), сила Фарадея, действующая на положи-

тельный заряд со стороны переменного магнитного поля, направлена в плос-

кости, в соответствии с рис. 1, ортогональной вектору магнитного поля. Ве-

личину ld  здесь следует рассматривать как результат кулоновской поляриза-

ции зарядов внешним переменным электрическим полем, т.е. малое смеще-

ние зарядов относительно нейтрального первоначального положения. На за-

ряды разного знака со стороны однородного переменного магнитного поля 

(ввиду малости величины ld ) действуют равные по величине, но противопо-

ложные по направлению силы 
B

F , которые образуют пару сил. Вращаю-

щий момент пары сил (рис.2) стремится ориентировать диполь в направле-

нии, ортогональном электрическому полю. 

 

Рис.2. 

Определим траекторию движения положительного заряда относительно 

первоначального нейтрального положения в гармоническом электромагнит-

ном поле с временной зависимостью источника вида cos  t  и зададим на-

правление составляющих поля в плоскости XY, равными  ,0,0XEE , 
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 0, ,0YBB  (рис. 1). Тогда 

tEE XX  cos0  ,   0 0 0cos sinY
Y Y

B
B t H t

 t  t
  

 
  

 
, где: 0B H . 

Установим соотношение между амплитудами напряженностей электрическо-

го и магнитного поля величиной импеданса 
0 0X Y

Z E H .  

Положим в формуле (1.8) расстояние dl столь малым, что величины и 

направления как магнитного, так и электрического поля в ее пределах не из-

меняются. Величины фазовых углов переменного электрического и магнит-

ного поля также не изменяются в пределах длины dl, т.е. электромагнитное 

поле является квазистационарным.  

Силовое воздействие со стороны электрического поля на положитель-

ный заряд, согласно (1.1), приводит к его смещению по направлению поля 

относительно первоначального нейтрального положения на величину dx, 

пропорциональную 0 cosXdx E t , а воздействие со стороны переменного 

магнитного поля, согласно (1.8) - в ортогональном направлении на величину 

dz, которая пропорциональна 

0
0 0sin sinXY

X

EB
dz dx dx t pE t

t Z
  


     


. 

Траектория движения заряда под действием гармонического поля нахо-

дится в плоскости XOZ и в электрическом поле с единичной амплитудой 

0XE =1 описывается радиус-вектором cos , sin )R(  t  p  t  .  

В течение одного периода изменения внешнего гармонического поля 

траектория движения заряда, расположенная в плоскости XОZ, ортогональ-

ной плоскости поляризации поля XОY и вектору напряженности магнитного 

поля, направленному по оси Y, представляет собой эллипс при р ≠ 1 и ок-

ружность при р = 1 (рис. 3). Направление вращения положительного заряда в 

плоскости XOZ подчиняется правилу Ленца - заряд q, движущийся по замк-

нутой траектории с круговой частотой ω и создаваемый им индукционный 

ток силой I q   создает по закону Био-Савара вторичное магнитное поле, 
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направленное против изменения внешнего магнитного поля. 

 

Рис. 3. Траектория движения заряда под действием гармонического электро-

магнитного поля 

Для магнитного поля с индукцией tBY cosB , уменьшающейся по 

амплитуде при 0t  для первой половины периода, 0dz  т.е. вращение по-

ложительного заряда в плоскости XOZ и, соответственно, вектор индукцион-

ной плотности тока направлены по часовой стрелке, как указано на рис. 3. 

Возрастающий индукционный ток, создает собственное магнитное поле, 

стремящееся увеличить уменьшающееся внешнее магнитное поле. 

Введенный выше импеданс Z характеризует соотношение между напря-

женностями электрического и магнитного поля, а для совокупности зарядов, 

содержащихся в малом объеме среды, определяется ее удельной электропро-

водностью. Введенное обозначение 
2

0 0/p dx Z dx      является без-

размерным волновым параметром среды, характеризуемой частотой поля и 

удельной электропроводностью среды ϭ (См/м). Отношение малой и боль-

шой осей эллипса пропорционально волновому параметру р, т.е. частоте и 

удельной электропроводности.  

Внутри малого поляризующегося объема встречное вихревое движение 

соседних зарядов в плоскости, ортогональной вектору переменного магнит-

ного поля, взаимно компенсируется. На границах малого объема в этой плос-

кости вихревое движение зарядов не скомпенсировано и образует поверхно-

стную замкнутую систему вихревых токов. 

Отметим, что заряды, получающие электрический момент eM qd l  под 
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действием силы Фарадея, совершают круговое движение (т.е. создают эле-

ментарный вихревой ток) даже в отсутствие внешнего электрического поля. 

Огромное число поляризующихся зарядов в единице объема проводящей 

среды обеспечивает большой индукционный ток. Удельная электропровод-

ность является фундаментальной характеристикой проводящих свойств сре-

ды и не зависит от величины внешнего электромагнитного поля и режима его 

изменения [Парселл, 1971; Матвеев, 1983]. При этом оценка проводящих 

свойств по величине измеряемого магнитного или электрического поля при 

известных параметрах источника может отличаться по своей величине в за-

висимости от постоянного или переменного режима поля источника тока. 

Если в стационарном режиме удельная электропроводность определяется на-

личием в среде свободных зарядов и обусловленными ими токами проводи-

мости, то в переменном поле к ним добавляются замкнутые индукционные 

токи. Действие внешнего переменного магнитного поля на заряды, т.е. силы 

Фарадея, осуществляется в направлении, ортогональном электрическому по-

лю. Этим объясняется расхождение в определении удельной электропровод-

ности среды при постоянном и переменном режиме тока в источнике. Изме-

нение удельной электропроводности среды по мере увеличения частоты тока 

в источнике называют частотной дисперсией электропроводности [Фейнман, 

1977].  

В приведенном выше анализе действия электромагнитных сил не учиты-

ваются магнитные свойства среды. В случае контрастности среды и 3D тела 

по магнитной проницаемости (в однородной по электропроводности среде) 

эта задача является магнитостатической и рассмотрена в других работах, на-

пример [Кормильцев, 2000].  

Заключение: 

- задача изучения воздействия гармонического электромагнитного поля сво-

дится к определению воздействия двух сил – Кулона и Фарадея, действую-

щих на заряды со стороны электрического и магнитного полей; 

- действие на свободные заряды переменного электрического поля эквива-
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лентно постоянному полю и сводится к направленному (синхронно измене-

нию внешнего поля) движению свободных зарядов и появлению в проводя-

щей среде токов проводимости; 

- действие переменного магнитного поля сводится к замкнутому движению 

зарядов и появлению в проводящей среде вихревых токов индукции, пропор-

циональных удельной электропроводности и частоте магнитного поля.  
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Г л а в а  2 

 

 

 

ПОЛЯРИЗАЦИЯ ЛОКАЛЬНЫХ ОБЪЕКТОВ 

 

 

Рассмотрим физический аспект поляризации локального проводящего 

объема стационарным электрическим полем стороннего источника и способ 

описания создаваемого им аномального электрического и магнитного поля. 

2.1 Стационарные потенциальные поля 

Кроме потенциала притяжения, называемого Ньютоновым потенциалом, 

известно шесть стационарных полей, потенциал которых удовлетворяет 

уравнению Лапласа-Пуассона. Перечислим эти поля: электростатическое по-

ле неподвижных зарядов, электрическое поле постоянного тока, магнитное 

поле магнетика, течение жидкости в проницаемой среде (течение Дарси), те-

пловое поле, поле диффузии вещества в пористой среде [Тихонов, 1977]. 

Ньютонов потенциал является наиболее простым потенциалом, по-

скольку первоначальные гравитирующие массы не изменяются, если в рас-

сматриваемый объем ввести новые гравитирующие массы. Ньютонов потен-

циал является интегральной суммой потенциалов притяжения всех масс (ма-

териальных точек), которые не изменяют своей величины под влиянием вза-

имного притяжения. Иначе говоря, гравитация не сопровождается поляриза-

цией среды. 

В отличие от гравитирующей массы, для электростатического поля за-

ряд Q, внесенный из вакуума в диэлектрик, вследствие поляризации среды 

изменяет Кулонову силу, с которой он притягивает или отталкивает пробный 

заряд q. В неоднородном диэлектрике под действием поля первичного заряда 

на поверхности возникают вторичные поляризованные заряды разного знака, 

в сумме равные нулю (рис. 4).  
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Рис. 4 

 

Однако их действие на пробный заряд q не равно нулю из-за различия 

расстояний. Напряженность электрического поля в неоднородном диэлек-

трике уже не равна векторной сумме Кулоновых сил, создаваемых первич-

ными зарядами. В этом существенное отличие полей, приводящих к поляри-

зации среды, от гравитационного поля.  

Действие внешнего электростатического поля приводит к перераспреде-

лению зарядов внутри вещества (суммарный заряд всегда равен нулю), что 

означает появление индуцированного (наведенного или перераспределенно-

го) внутреннего поля. Это внутреннее поле, в свою очередь, изменяет внеш-

нее поле. Этот процесс называется поляризацией. Каждый раз, изменяя вели-

чину или пространственное положение внешнего заряда Q, относительно не-

однородного диэлектрика, можно наблюдать изменения внешнего поля. 

Поляризацией (или намагничением) среды, т.е. появлением зарядов или 

полюсов разного знака описываются не только электростатическое и магнит-

ное поля сторонних источников в неоднородной среде. Оно пригодно для 

всех потенциальных полей. Описание электрического поля токов в проводя-

щей среде, течения флюидов в проницаемой среде, тепловое поле, поле диф-

фузии вещества в пористой среде для неоднородных сред может быть полу-

чено так же с помощью явления поляризации [Кормильцев, 2000].  

Термин «поляризация» будем понимать в широком смысле реакции поля 

от локального 3D объекта, отличающегося по свойствам от вмещающего 
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пространства, на воздействие внешнего поля – в электростатике это поляри-

зация диэлектрика, в магнитостатике – намагничивание магнетика, в элек-

тродинамике – поляризация проводника электромагнитным полем. 

Термин «вектор намагничения» или тождественный ему «намагничен-

ность» давно устоялся в магнитостатике при описании явления намагничива-

ния магнетиков магнитным полем. Но далее будем применять термин «век-

тор поляризации» в более широком смысле описания этого эффекта для всех 

потенциальных и вихревых полей. 

Если для всех шести стационарных полей вектор, соответствующий 

плотности потока поля, обозначить как q, материальный коэффициент, ха-

рактеризующий физические свойства среды по отношению к полю как a, а 

потенциал U (температуру T, давление P или концентрацию C) буквой W, т.е. 

q = -a gradW, то для всех шести  полей справедливо уравнение неразрывно-

сти плотности потока поля div q = 0 и потенциал в кусочно-однородной среде 

вне источников удовлетворяет уравнению Лапласа 0W  [Будак, 1972, 

с.347].  

Эта аналогия полей позволила объединить их одним термином – потен-

циальные поля. При этом аналогия между дифференциальными уравнениями 

для потенциальных полей распространяется и на методы их решения.  

Отметим, что для всех потенциальных полей под силовыми характери-

стиками поля будем понимать скалярную величину потенциала, соответст-

вующего данному виду поля, а также векторную величину градиента потен-

циала, называемого напряженностью для электростатического, электрическо-

го и магнитного полей. Под динамическими характеристиками полей будем 

понимать скалярную величину потока поля и векторную величину плотности 

потока поля. Этой характеристике соответствуют сила тока и вектор плотно-

сти тока, в гидродинамике это дебит жидкости и вектор скорости ее течения, 

в магнитостатике это поток магнитной индукции и вектор магнитной индук-

ции и т.п. 

Особо отметим, что при исследовании полей уравнение неразрывности 
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плотности полного потока поля div q = 0 является основным для определения 

силовых и динамических характеристик полей в неоднородных средах. При 

исследовании электромагнитных полей это уравнение неразрывности плот-

ности полного тока div i =0 и уравнение неразрывности магнитной индукции 

div B =0. 

2.2 Поляризация локального тела постоянным электрическим полем 

Рассмотрим поляризацию локального тела, отличающегося более высо-

кой удельной электропроводностью по сравнению с вмещающей однородной 

средой на примере электрического поля, создаваемого сторонним источни-

ком постоянного тока. Отметим отличия и подобия процессов поляризации 

внешним электрическим полем локального диэлектрика или проводника. 

В соответствии с законом Кулона воздействие внешнего электрического 

поля на объем V с диэлектрической проницаемостью ε, повышенной по срав-

нению с окружающей средой, приводит к появлению на его противополож-

ных поверхностях, через которые силовые линии электрического поля входят 

и выходят из объема, неподвижных индуцированных зарядов разного знака 

[Смайт, 1954]. Индуцированные заряды могут возникнуть или благодаря 

смещению электронной оболочки относительно ядра атома, или же в резуль-

тате переориентации молекул, которые имеют собственный дипольный элек-

трический момент. При этом сам физический механизм появления индуциро-

ванных зарядов не является существенным для описания явления поляриза-

ции диэлектрика.  

На расстоянии, существенно превышающем размеры объема, потенциал 

U, создаваемый поляризующимся объемом, может быть представлен как по-

тенциал диполя [Стрэттон, 1948]. Запишем его в виде 

 
3

04 R
U Эа RM




, 222
)()()('  zyxR rr , 

где ),,( zyxr  – радиус-вектор точки определения потенциала поля; ),,('r   

– радиус-вектор диполя. Момент образующегося электростатического дипо-

ля, выражаемый через ρ – объемную плотность зарядов, как 
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Э

V

ρ dV Qd'  M r l , направлен вдоль воздействующего электрического по-

ля от отрицательного полюса к положительному, вдоль вектора dl. 

В проводящей среде внешнее электрическое поле приводит в движение 

элементарные заряды, что обуславливает появление токов проводимости. 

Поляризацию внешним электрическим полем локального проводника объе-

мом V, обладающего повышенной, по сравнению с окружающей средой 

удельной электропроводностью σ, на расстоянии, превышающем размеры 

объема, можно описать как образование токового электрического диполя в 

центре объема [Смайт, 1954].   

К этому выводу приводит анализ решения задачи о плотности тока, соз-

даваемого точечным источником постоянного тока I, вблизи контакта сред с 

различной электропроводностью ϭ. По линии нормали от точечного источ-

ника к контакту величина плотности аномального тока вблизи контакта от-

рицательная, если среда с источником менее проводящая, и положительная 

при обратном соотношении (рис. 5).  

 
Рис. 5 Плотность токов проводимости вблизи контакта сред 

Ток «затягивается» в более проводящую среду или «отталкивается» от 

менее проводящей среды. Экстремумы аномальной части плотности тока 

всегда расположены на контакте сред, при этом составляющая плотности то-

ка по нормали к контакту на границе сред непрерывна 21 nini  .  

Аналогичный вывод следует из анализа решения задачи о потенциале 
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шара с удельным электрическим сопротивлением, отличающемся от вме-

щающей среды, помещенном в однородное электрическое поле [Бурсиан, 

1972; Заборовский, 1963]. 

Аномальный потенциал, создаваемый во внешней точке от возникающе-

го в центре объема электрического диполя равен 

34

а EU
R

 
M R

, 

где E

V

d
ρ dV Id

dt
'   M r l  - момент электрического диполя,  направленный 

вдоль воздействующего электрического поля от отрицательного полюса ди-

поля к положительному, вдоль по вектору dl [Стрэттон, 1948]. Величина мо-

мента зависит от величины напряженности внешнего поля Е и соотношения 

проводящих свойств объема и вмещающей среды.  

 Приведенные выражения для потенциалов характеризуют аномальный 

потенциал на большом удалении от поляризующегося объема или его малый 

размер. Для исследования электрического поля на расстояниях, сравнимых с 

размером объема и, что особенно важно, для неоднородного по проводимо-

сти объема, введем другую векторную физическую величину, заключающую 

в себе момент возникающего в результате поляризации электрического ди-

поля и проводящие свойства вмещающей среды, связанную соотношением 


 EM

P . 

2.3 Вектор поляризации 

Представление моментов электростатического и электрического дипо-

лей в виде функции плотности зарядов или их изменения во времени для ма-

лого объема среды, позволяет ввести в рассматриваемый аномальный потен-

циал характеристику поляризации единицы объема, необходимую для опре-

деления поляризации среды всего конечного объема. 

Если P = pdV, где p – вектор поляризации единицы объема [Кудрявцев, 

1988] или просто вектор поляризации, в общем случае зависящий от коорди-
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нат, то аномальный потенциал, создаваемый в окружающем пространстве 

элементарным поляризующемся объемом dV 

dV
R

dU a
34

Rp



 , 

а для тела объемом V аномальный потенциал, возникающий вследствие его 

поляризации внешним полем [Тамм, 1954] 

dV

V

aU
R

 
R

p
34

1



 .              (2.1) 

Выражение для аномального потенциала поляризующегося локального 

объема среды (2.1) имеет самый общий характер и пригодно для всех шести 

стационарных полей [Будак, 1972, с.347]. Необходимо лишь установить для 

изучаемого поля, какая характеристика соответствует потенциалу (электро-

статическому, магнитостатическому или электрическому или, например - 

температуре T, давлению P, концентрации вещества C) и найти связь между 

ним и вектором поляризации p [Кормильцев, 2000].  

Полный потенциал поля в неоднородной среде состоит из первичного 

потенциала поля (потенциала стороннего источника в однородной среде) и 

аномального потенциала локального объема, описываемого формулой (2.1). 

Для электрического поля, создаваемого стационарным сторонним ис-

точником и локального поляризующегося объема V, находящегося в прово-

дящей среде, вектор поляризации будем определять исходя из его размерно-

сти как величину разрыва (скачка) электрического поля на границе раздела 

двух сред с различными электропроводностями EEp  e , где: eE  - напря-

женность электрического поля с наружной (external) стороны включения в 

среде с электропроводностью 0 ; E  -  напряженность поля с внутренней 

стороны включения с электропроводностью  , зависящего от координат 

объема V. 

 Из уравнения непрерывности плотности тока 0i div  следует, что на 

границе сред тангенциальные составляющие напряженности электрического 
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поля непрерывны tEteE  . Следовательно, составляющая вектора поляриза-

ции, направленная по вектору нормали n к границе равна 

nEneEnp  .  

Из того же уравнения непрерывности следует, что на границе сред не-

прерывна нормальная составляющая плотности полного тока 

nini 0  , 
c
nn

c
nne iEiE  00  

где 
c
n

i
0

 и 
c
ni  - составляющие плотности сторонних токов на наружной и внут-

ренней сторонах границы включения. Отсюда  

00

0











c
ni

c
ni

nEneE  и 
00

0 0











c
ni

c
ni

nEnp .  

Если составляющая по нормали вектора поляризации дана этим выражением, 

то весь вектор поляризации  

00

0 0











cc
ii

Ep ,           (2.2) 

а аномальный потенциал элементарного объема dV получим, подставляя век-

тор поляризации (2.2) в выражение (2.1) 

  dV
R

dU
cca

300
04

1 R
iiE 
















  . 

Добавляя потенциал поля источника в однородной среде, называемый нор-

мальным 
0

U , перейдем к суммарному потенциалу конечного объема V  во 

всем пространстве 

   0

0

3 3
0 0

1 1

4 4
ст

a aU U dV dV
R RV Vc

 
  

     
R R

E i i .     (2.3) 

В полученном выражении присутствуют аномальные плотности токов 

проводимости  Ei 0a
 и аномальные плотности сторонних токов 

ccac
0

iii  . Следовательно, количественной характеристикой поляризации 
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локального объекта внешним полем является динамическая величина элек-

трического поля – плотность аномальных токов, возникающих внутри ло-

кального объекта. Интегрирование фактически ведется по областям про-

странства, в которых сосредоточены аномальные плотности тока. В общем 

случае объемы интегрирования для первого и второго интегралов могут быть 

различны, если плотность аномальных сторонних токов сосредоточена в объ-

еме VC, а избыточная электропроводность – в объеме V.  

2.4 Вектор-потенциал электрического типа 

Формула (2.3) может быть получена через вспомогательный вектор-

потенциал A, вводимый как AH  rot  из уравнения непрерывности магнит-

ного поля 0H div  (для немагнитной среды) и формулы векторного анализа 

0A rot div  при условия калибровки 0 / divU А . 

В неоднородной среде вектор-потенциал удовлетворяет уравнению Пуассона  

ca
 iiA   

и имеет решение в виде интеграла Пуассона [Смайт, 1954; Краев, 1965; Ти-

хонов,1977] 

 









R

dV
 

ca
iiA

4

1
.        (2.4) 

Выделим в этом выражении для вектор-потенциала первое слагаемое, соот-

ветствующее нормальному полю источников стороннего тока 
c
0

i  в среде, од-

нородной по электропроводности 0  






cV

c

R

dV
0

0

4

1
iA , 

второе слагаемое – аномальное поле плотности токов проводимости 

 0
a   i E , третье – аномальное поле плотности сторонних токов 

ccac
0

iii 

, тогда  



32 
 

 0 0
0

1 1

4 4

a ac ac

V Vc

dV dV
 

R R
 

 
       A A A A A E i .      (2.5) 

Для стороннего источника в виде элементарного электрического диполя с 

плотностью стороннего тока 0
c cI d( ') ( ') ( ') i r r l r r  где: )'( rr  - дельта-

функция Дирака, вектор-потенциал в однородной среде равен 

0

4

cI d

R


l
A . 

Это выражение для вектор-потенциала от элементарного источника в 

виде электрического диполя, определяет его название как вектор-потенциал 

электрического типа. В последующем будет введен еще один вспомогатель-

ный вектор-потенциал магнитного типа, создаваемый элементарным источ-

ником в виде магнитного диполя – витка с током малого радиуса. 

Переход с силовым характеристикам электромагнитного поля (потенци-

ал и напряженность электрического поля) осуществляется применением 

дифференциальных операторов к выражению для вектор-потенциала (2.5), 

которые дают их пространственное распределение. 

Для расчета потенциала в условии калибровки вектор-потенциала 

0/ АdivU   для слагаемых, входящих в выражение (2.5), используем со-

отношение 

 
   

3

1

R
'

R
grad''

R

'
div

R
riri

ri
 ,    

где оператор div  означает дифференцирование по координатам точек наблю-

дений ),,( zyxr , штрих у дифференциального оператора dgra   означает диф-

ференцирование по координатам точек интегрирования ),,(' r . Отсюда 

можем получить выражение для потенциала U, тождественное (2.3).  

Для напряженности электрического поля, связанной с потенциалом со-

отношением UgradE  имеем выражение 

    dV

RV

cc
graddV

RV

grad
30

04

1

3
04

10
0

R
ii

R
EEE  


 





,   (2.6) 
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которое для точек наблюдений вне объема  Vr  является интегральной 

формулой, а для точек внутри объема Vr  - объёмным векторным инте-

гральным уравнением. 

С помощью известных значений напряженности электрического поля в 

произвольной точке проводящего пространства, зная электропроводность в 

данной точке, можно определить динамическую характеристику поля Ei 

– вектор плотности токов проводимости. 

2.5 Магнитное поле постоянного тока 

Напряженность магнитного поля, создаваемого постоянным током в 

проводящей среде с локальным неоднородным объектом, можно определить 

из выражения для вектор-потенциала (2.5) с помощью формулы связи 

AH  rot . Выделив слагаемое, соответствующее нормальному магнитному 

полю источников плотности стороннего тока 
c
0

i   в однородной среде 0
H  






cV

c

R

dV
rot

0
0

4

1
iH , 

получим формулу, подобную закону Био-Савара для объемно распределен-

ных токов [Кормильцев, 2000] 

    







cV

cc

V
R

dV
rot

R

dV
 rot

00
0

4

1

4

1
iiEHH ,  (2.7) 

которую можно представить в виде 
aca

HHHH 
0

. Аналогично элек-

трическому полю, аномальное магнитное поле имеет два слагаемых, обу-

словленных аномальными плотностями токов проводимости и сторонних то-

ков. 

2.6 Стационарное электромагнитное поле в неоднородной среде 

Введение вспомогательного вектор-потенциала электрического типа и 

его решение в виде интеграла Пуассона позволяет определить все силовые и 

динамические характеристики стационарного поля в неоднородной среде.  

Примененный выше математический аппарат решения уравнения Пуас-
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сона является наиболее простым. При этом формулы для расчета электро-

магнитного поля стационарного стороннего источника в трехмерной неодно-

родной среде могут быть получены так же методом функции Грина или с ис-

пользованием второй формулы Грина [Кормильцев, 2000]. Независимо от 

способа решения и применяемого математического аппарата результат реше-

ния задачи является одинаковым. 

Отметим важный практический момент: приведенный выше вид выра-

жений для измеряемых величин электрического и магнитного поля (2.3, 2.6 – 

2.7) показывает, что в среде, однородной по электропроводности 0 , мо-

гут возникать аномалии электрического и магнитного поля, связанные с ано-

мальными сторонними токами неэлектрической природы. Токи, текущие в 

среде Ei  , иногда называют токами проводимости или токами миграции, а 

сторонние токи 
c

i   токами конвекции, диффузии и т.п., в зависимости от 

происхождения. Метод естественного поля в электроразведке постоянным 

током как раз посвящен изучению этих явлений в природных средах. Анома-

лии электромагнитного поля могут быть не связаны с проводящими свойст-

вами среды, которая может быть даже однородной, а связаны с неоднородно-

стями неэлектрического характера, которые создают перераспределение ано-

мальной плотности токов. 

В полученных формулах (2.3 – 2.7) аномальные части электромагнитно-

го поля являются суперпозицией полей вторичных источников в виде элек-

трических диполей, обладающих электрическим моментом 
a a

E dV I d M i l  

Представление для потенциала и напряженностей электромагнитного 

поля в виде объемного интеграла позволяет исследовать поля внутренне не-

однородных сред с электропроводностью  r  для точек Vr . 

При отсутствии аномальных сторонних токов полученные формулы, 

описывающие рассеяние электрического и магнитного поля стационарного 

стороннего источника тока локальным проводящим объектом вида 
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 0 3
0

1
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o
U U dV

RV

 

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E ,      (2.8) 
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E E E ,     (2.9) 

  




V
R

dV
 rot EHH 0

0

4

1
,             (2.10) 

достаточно подробно описаны в литературе [Дмитриев 1973; Georgescu, 

1977; Dey, 1979; Barthes, 1980; Ермохин, 1985 и др.].  

Интегральные представления стационарного электромагнитного поля. 

Аномальные части поля в формулах (2.8-2.10) можно представить в виде 

двух слагаемых, например для электрического потенциала (2.8) 

  3 3
0

1 1

4 4

0 U
o o

U U U U dV dV
R RV


 

     
R R

E E . 

Пределом первого интеграла является локальный объем (или несколько 

объемов), обладающий удельной электропроводностью, отличающейся от 

вмещающей среды. Действие второго интеграла, в соответствии с формулой 

(2.4), распространяется на все проводящее пространство за исключением об-

ласти, занятой сторонним источником поля. 

В однородной среде нормальное  поле стороннего источника можно 

представить в интегральном представлении как 

3
0

0
1

4
U

o
dV

R
 

R
i , 3

0

0
1

4

o
grad dV

R
  

R
E i , 0 01

4
rot dV

R
 

i
H .  (2.11) 

Вектор-потенциал в интегральном виде представляется как 

0 0 01

4 4
dV dV

R R



 
  

iE
A   

с формулами связи, 
0 0

gradU E  и  rotH А . 

В работах [Бурсиан, 1972; Гринберг, 1948; Зоммерфельд, 1958; Краев, 

1965] показано, что характеристик источника стороннего тока достаточно 
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для определения величин нормального электромагнитного поля в однород-

ной или кусочно-однородной среде. Для системы токов, замыкающихся от 

стороннего источника через проводящую среду, в приведенных выражениях 

(2.11) интегрирование по системе токов в источнике заменено интегрирова-

нием по токам растекания в окружающей среде. 

Заключение. 

Поляризацию локального объекта с удельной электропроводностью , 

находящегося в однородной проводящей среде с электропроводностью 
0

 , 

постоянным электрическим полем стороннего источника, можно описать как 

образование системы вторичных токовых электрических диполей, возни-

кающих в центрах элементарных объемов  dV  и обладающих аномальным 

электрическим моментом 

 0

a а
E dV dV I d    M E i l . 

Аномальное электромагнитное поле локального 3D объекта является су-

перпозицией полей вторичных источников в виде электрических диполей. 

 

  



37 
 

Г л а в а  3 

 

 

КВАЗИСТАЦИОНАРНОЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ  

СТОРОННИХ ИСТОЧНИКОВ В ОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ  

 

 

В предыдущей главе было показано, что поляризацию локального объ-

екта постоянным электрическим полем можно описать как образование сис-

темы вторичных токовых электрических диполей. Количественной характе-

ристикой поляризации объекта является плотность аномальных токов прово-

димости. В случае гармонического режима поля источника в процессе поля-

ризации локального объекта участвуют не только токи проводимости, но и 

токи индукции, возникающие в проводящей среде. Ввиду дипольного харак-

тера поляризации в этой главе рассмотрим более детально поля дипольных 

источников электрического и магнитного типов при гармоническом режиме 

поля и волновые уравнения электромагнитного поля.  

  Система уравнений Максвелла для комплексных амплитуд гармониче-

ского электромагнитного поля, создаваемого сторонним источником тока 

плотностью 
c

i , изменяющегося по закону ) ( exp tj  в проводящей среде, в 

квазистационарном приближении для ближней (индукционной) зоны имеет 

вид 

, III.1

, III.2

0, III.3

0. III.4

rot        

rot j
       

div 

div 




  



 

H i

E B

i

B

 

Первые два уравнения системы III.1 – III.2 описывают перекрестные эф-

фекты, когда одно поле является причиной появления другого:  

- возникновение вихря магнитного поля при течении токов (закон Био-

Савара);  
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- возникновение вихря электрического поля при изменении магнитного поля 

(закон Фарадея).  

В главе 1 было отмечено, что токи проводимости в среде могут иметь 

различную природу происхождения: токи течения флюидов в проницаемой 

среде, токи диффузии вещества в пористой среде, термоэлектричество, пье-

зоэлектричество и т.д. В этих случаях плотность тока линейно связана с 

плотностью потока поля источника и является наиболее простой [Кормиль-

цев, 2000].  

Для гармонического электромагнитного поля уравнения связи электри-

ческого и магнитного полей существенно сложнее и согласно двум первым 

уравнениям Максвелла описываются вихрями поля. Взаимное влияние и со-

вместное действие полей двух видов в физике называют парным (или сме-

шанным) физическим эффектом. В гармоническом электромагнитном поле 

необходимо учитывать оба эффекта – парный и перекрестный. 

Последние два уравнения III.3 – III.4 системы выражают основные свой-

ства неразрывностей плотности полного тока и магнитного поля и имеют в 

электродинамике важнейшую роль, наряду с законами сохранения энергии, 

момента и импульса в физике. 

Уравнение неразрывности плотности полного тока III.3 имеет особое 

значение в случае стационарного режима стороннего источника, поскольку 

именно из него может быть получено уравнение для напряженностей элек-

трического поля для неоднородной среды и его решение вида (2.6). 

Система уравнений Максвелла дополняется двумя формулами связи: 

одно из них связывает напряженность и индукцию магнитного поля 

HB 0 ; второе раскрывает содержание плотности полного тока i  в пер-

вом уравнении системы, которую запишем в виде 

p i c  i i i i .             (3.1) 

В формуле плотность полного тока представлена как сумма плотностей 

всех видов токов:  
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- токов проводимости, обусловленных движением зарядов под действием 

Кулоновской силы, действующей со стороны электрического поля Ei p
;  

- токов индукции, обусловленных замкнутым движением зарядов под дейст-

вием силы Фарадея, действующей со стороны переменного магнитного поля 

в соответствии с уравнением (III.2) 
i

i ;  

- сторонних токов 
c

i , являющихся источником возникновения электромаг-

нитного поля в среде.  

В квазистационарном случае можно пренебрегать токами смещения в 

проводящей среде EDi 0 jj
см

 по сравнению с токами проводимо-

сти. В общем случае высоких частот тока в источнике, когда их учет уже 

становится необходим, дополнительный вклад токов смещения можно учесть 

введением величины комплексной удельной электропроводности 

0j    , т.е. ˆt p см   i i i E  и плотность полного тока рассматривать 

как 
cit

iiii  . Распространение высокочастотного электромагнитного 

поля в неоднородной среде, подчиняющееся законам геометрической оптики, 

является объектом особого рассмотрения и достаточно подробно исследова-

но и изложено во многих научных работах, например, очень подробно в 

двухтомной монографии [Исимару, 1981]. 

Отметим существенное отличие плотности токов проводимости от плот-

ности индукционных токов.  

Токи проводимости в проводящей среде существуют как в случае ста-

ционарного, так и переменного режима тока в источнике. Вектор плотности 

тока проводимости имеет три пространственные составляющие и в изотроп-

ной среде направлен вдоль вектора напряженности электрического поля. 

Индукционные токи возникают в проводящей среде под действием маг-

нитного поля, существуют только при переменном режиме тока в источнике 

и всегда замкнуты. В главе 1 для описания действия переменного магнитного 

поля на заряды введено понятие силы Фарадея. В проводящем контуре мало-
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го радиуса, ориентированного в плоскости, ортогональной вектору магнитно-

го поля, вектор индукционного тока в цилиндрических координатах с на-

правлением магнитного поля вдоль полярной оси z имеет одну азимутальную 

составляющую, поэтому вихрь плотности индукционного тока описывается 

как 

2
0

i i
z zrot rot j H k H       E i ,  

здесь k - волновое число среды; 0grad  , иное бы означало, что в прово-

дящем замкнутом контуре есть разрыв. 

3.1 Электромагнитное поле стороннего источника электрического типа 

К сторонним источникам электрического типа будем относить источни-

ки в виде элементарного электрического диполя и их суперпозиции для за-

земленной на концах линии. При постоянном режиме тока источника в про-

водящей среде создаются только токи проводимости t
i .  При переменном 

режиме тока магнитное поле индуцирует в окружающей проводящей среде 

токи индукции i
i . 

Из уравнения непрерывности плотности полного тока 0div i следует, 

что токи проводимости в проводящем пространстве создаются сторонними 

токами, истекающими из объема VC, занимаемого этим источником и направ-

ленными по нормали к его поверхности 

c

c c c

c n

V S

I div dV i dSi .         (3.2) 

Здесь учтено положительное направление нормали внутрь к поверхности, ог-

раничивающей объем стороннего источника [Тихонов, 1977]. Убывание тока 

внутри объема источника означает, что он истекает из объема наружу, что 

соответствует его положительной величине. 

Электрическое поле источника в однородной среде называют нормаль-

ным полем и обозначают как o
E . В однородной среде с удельной электро-

проводностью σ0 = const из (III.1), (III.2) с учетом (3.1)  
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    citcit jjjHrotjrot rot iEEiiiE 00000
0 

откуда, поскольку сумма 
0

EEE 
it

 есть полное электрическое поле, соз-

даваемое источником в окружающей среде, получим волновое уравнение для 

напряженности электрического поля стороннего гармонического источника в 

однородной среде 

2 0
0 0

crot rot k jE i ,                   (3.3) 

где  0 0 0k j   – волновое число среды. 

Дифференциальное уравнение (3.3) учитывает как токи растекания, так 

и токи индукции, создаваемые сторонним источником 
c

i  в окружающей сре-

де. Решение этого уравнения, записываемое в матричном виде с использова-

нием соотношения 
000

EEE  div gradrot rot  для точек  321 x,x,xr и 

 321 x',x',x''r  как 

)'(i)'(j)(Ek
xxx

c
nmmnmn

knm

rrrr 























0

02
02

22

, 

где mn =








nm

nm

  при 1,

   при ,0
- символ Кронекера,  

 )'( rr   - дельта-функция Дирака,  

имеет вид интеграла свертки по объему VC , занимаемому сторонним источ-

ником 



cV

c
nmnm dViGjE )'()'/()( rrrr 0

0 .     (3.4)  

Уравнение для тензорной функции Грина )'/( rrmnG  получим, подста-

вив (3.4) в (3.3). Тензорная функция Грина удовлетворяет уравнению, подоб-

ному (3.3) и имеющему матричный вид 

)'()'/(Gk
rrr

inmnimim

lmi

rrrr 






















 2
02

22

                 (3.5) 



42 
 

с решением для безграничного пространства вида (Приложение 1) [Финкель-

берг, 1964] 

R

Rkexp
k

rrk
G mn

nm
mn

)(
)'/( 02

0

2

04

1 



















rr ,  'rr R . 

Интегральное представление для нормального электрического поля сто-

роннего источника представим в виде  



cV

c
nmn

o
m dViGE )'()'/()( rrrr ,         (3.6) 

где функцию Грина   

R

Rkexp
k

rr
G mn

nm
mn

)(
)/( 02

0

2

04

1 



















rr   

можно интерпретировать как [Hohmann, 1975] 

m - компоненту электрического поля, в точке 

r  - наблюдений, создаваемую переменным электрическим диполем с еди-

ничным моментом, ориентированным в направлении 

n  -  оси системы координат и находящимся в точке 

r -  системы координат. 

Для стороннего источника в виде элементарного электрического диполя, 

находящегося в точке 'r  с плотностью тока  c c
n ni I dl( ') ( ') ( ') r r r r  форму-

ла для расчета нормального электрического поля (3.6) в однородной прово-

дящей среде запишется как  

2
0 2 0

0
04

c
n

m mn
m n

exp k RI dl
E ( ) k

r r R
r .    (3.7) 

Для заземленной на концах линии или незаземленного контура, с пере-

менным током, электрическое поле определяется суперпозицией полей эле-

ментарных диполей вдоль линии или контура с учетом пространственной 

конфигурации. 

Отметим особо – в волновом уравнении для напряженности электриче-
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ского поля стороннего гармонического дипольного источника (3.3) и в его 

решении (3.7) для однородной проводящей среды учтены как токи проводи-

мости, так и токи индукции. 

Для напряженности магнитного поля из первого уравнения системы 

Максвелла (III.1) для однородной среды, с учетом 0Hdiv , имеем уравнение 

  )(riEEH
cit  rotrot  0 ,  

откуда, поскольку сумма EEE  it  есть полное электрическое поле, ис-

пользуя второе уравнение системы Максвелла (III.2), получим для нормаль-

ного магнитного поля 
0

H  векторное уравнение Гельмгольца 

)( rot}k{
c

riH 
02

0 .    (3.8) 

Это уравнение можно рассматривать в виде трех независимых скалярных 

уравнений, сумму решений которых можно представить в виде [Никольский, 

1989; Hvozdara, 1983; Weidelt, 1975] 

0 '1
( ) ( ') ( ')

4
c

c
m m

V

H rot g dV


 r r r i r ,    (3.9) 

где скалярная функция Грина )'( rr g  удовлетворяет уравнению 

  )'()'( rrrr  42
0

gk  

с известным решением для безграничного пространства (Приложение 1) [Ти-

хонов, 1977] 

R

Rkexp
g

)(
)'( 0
 rr ,  'rr R .    (3.10) 

Подставив функцию Грина в (3.9), получим формулу 

0 ' 0( )1
( ) ( ')

4
c

c
m m

V

exp k R
H rot dV

R


 r i r .    (3.11) 

Преобразуем интеграл с помощью ( ) [ , ]arot rot a gradaA A A  и запишем в 

матричном виде: 
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  



















 






c cV V

c
nnm

c

nm dV
R

Rkexp

r 
dV

R

Rkexp

r 
)'(

)()'()(
ri

ri 00





  

где: 

1, при четной перестановке индексов

1, при нечетной перестановке индексов

0, при повторяющихся индексах

m n

 

 

     






 



    - тензор Леви-Чивита. 

Рассмотрим первый интеграл, преобразовав его с помощью формулы 

Остроградского-Гаусса к интегралу по поверхности, ограничивающей объем 

стороннего источника 

   
  
















 


S

c

V S

c
c

R

dS),'(
)R̂k(expdS),'(

R

)Rk(exp
dV

R

)'()Rk(exp
tro

c

ri
ri

ri
0

00 , 

где можно пренебречь изменением фазы тока в пределах объема источника. 

Для источника поля электрического типа (3.2) следует, что первый интеграл 

равен нулю, поскольку вектор плотности тока источника имеет направление 

по нормали к поверхности, ограничивающей его объем. 

Во втором интеграле перейдем от производных по точкам объема 'r  к 

производным по точкам наблюдений r , используя соотношение 

1 1
'grad grad
R R
   

в результате получим интегральное представление для нормального магнит-

ного поля стороннего источника в векторном виде 







V

c dV
R

Rkexp
rot )'(

)(
)( rirH 00

4

1
, 

или в матричном виде 



cV

c
nmnm dViWH )'()'/()( rrrr

0 ,            (3.12) 

где функцию Грина  

R

Rkexp

r 
W nmmn

)(
)'/( 0

4

1 










rr ,    

можно интерпретировать как [Hohmann, 1975] 
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m - компоненту магнитного поля, в точке 

r - наблюдений, создаваемую переменным электрическим диполем с единич-

ным моментом, ориентированным в направлении  

n - оси системы координат и находящимся в точке  

'r  - системы координат. 

Для стороннего источника в виде элементарного электрического диполя, 

находящегося в точке 'r   с плотностью тока ( ') ( ') ( ')c c
n ni I dl  r r r r  формула 

для расчета нормального магнитного поля принимает вид 

0 0( )
( )

4

с

m m n n

exp k RI
H dl

 r R




 


r ,      (3.13) 

или  

0 0

4

с exp k RI
rot d

R

( )
( )



 
  

 
H r l  

Магнитное поле заземленной на концах линии, питаемой переменным 

током, определяется суперпозицией полей, создаваемых элементарными ди-

полями вдоль направления линии с учетом ее пространственной конфигура-

ции. Этот же принцип суперпозиции относится к электромагнитному полю 

гармонического тока в незаземленном контуре произвольной конфигурации. 

Отметим, что в волновом уравнении для напряженности магнитного по-

ля стороннего гармонического дипольного источника (3.8) и в его решении 

(3.13) для однородной проводящей среды учтены как токи проводимости, так 

и токи индукции. 

Интегральные представления электромагнитного поля стороннего ис-

точника (3.6) и (3.12) в случае постоянного режима тока соответствуют вы-

ражениям нормального поля, полученным в предыдущей главе (2.11). 

Вектор–потенциал электрического типа  

В главе 2 приведено выражение для вектор–потенциала электрического 

типа при стационарном режиме тока в электрическом диполе. Интегральные 

представления для нормального электромагнитного поля (3.6) и (3.12) для 
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стороннего гармонического дипольного источника электрического типа (3.2) 

могут быть получены с помощью вспомогательного вектор–потенциала элек-

трического типа А, связанного с напряженностью магнитного поля как [Аль-

пин, 1985, Бурсиан, 1972] 

AH rot           (3.14) 

на основании уравнения непрерывности магнитного поля 0Hdiv  и форму-

лы векторного анализа 0 AH divrotdiv . 

Введение вектор–потенциала в первое уравнение системы Максвелла, с 

учетом соотношения AAA  divgradrotrot   , приводит к уравнению 

с
div grad iEAA  0 . 

Из второго уравнения системы   00  AE jrot  следует, что 

gradUj  AE 0 , 

откуда, подставляя  E  в исходное уравнение, получим для вектор–

потенциала векторное уравнение Гельмгольца 

  с
k iA 

2
0          (3.15) 

при условии калибровки Лоренца для скалярной потенциальной функции  

A div U
0

1


 , 

а также формулу связи с напряженностью электрического поля  

 AAE
2
0

0

1
k div grad 


        (3.16) 

для точек вне источника. 

Уравнение Гельмгольца для вектор-потенциала (3.15) аналогично 

уравнению (3.8) и имеет решение вида  






cV

с
с

dV
R

Rkexp
)'(

)(

4

1
)( 0 rirA


.     (3.17) 

Используя формулы связи вектор-потенциала с напряженностями маг-

нитного и электрического поля, получим интегральные представления для 
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нормального электромагнитного поля, тождественные (3.6) и (3.9). 

Для стороннего источника в виде элементарного электрического диполя, 

находящегося в точке 'r  с плотностью тока с сI d( ') ( ') ( ') i r r l r r  вектор-

потенциал электрического типа в однородной среде принимает вид 

0

4

с exp k RI d

R

( )
( )






l
A r , 'rr R .      (3.18) 

Для плотности стороннего тока, распределенной в малом объеме dVC 

0( )( ')
( )

4

с

с

exp k R
d dV

R




i r
A r .       (3.19) 

Полученные формулы для нормального электромагнитного поля и век-

тор-потенциала электрического типа выражаются через момент токового 

электрического диполя 
с

E I dM l  как 

0

4

E exp k R
( )

R

M
A r .        (3.20) 

3.2  Вектор–потенциал магнитного типа.  

К сторонним источникам магнитного типа будем относить источники 

гармонического электромагнитного поля в виде магнитного диполя - элемен-

тарного витка малого радиуса и замкнутого контура. Особенностью таких 

источников является отсутствие гальванической связи между источником и 

окружающей проводящей средой.  

Величины электромагнитного поля можно определить с помощью век-

тор–потенциала электрического типа (3.18), выполняя интегрирование по 

замкнутой линейной системе токов источника [Смайт, 1954] 

0

4

с exp k RI
d

R

( )
( )




 A r l . 

Примечательно, что для замкнутого контура в виде комбинации линей-

ных отрезков с током, вектор-потенциал имеет лишь одну составляющую, 

совпадающую с направлением тока в элементарном отрезке. Для магнитного 

диполя вектор-потенциал будет иметь лишь азимутальную составляющую.  
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Для источника в виде магнитного диполя удобнее сначала определить 

вектор-потенциал для круглого витка малого радиуса а, а затем величины 

электромагнитного поля с помощью формул связи (3.14) и (3.16). Для квази-

стационарного случая с целью упрощения будем учитывать изменение фазы 

поля только на расстоянии R от точки наблюдений до центра витка ввиду его 

малости.  

Выполняя интегрирование в системе координат с началом в центре витка 

0 0

2 2 2
0

2
4 4 2

с сdlI exp k R I exp k R d
A a

a z a

( ) ( ) cos
( )

' cos






 

    

 
 

   
 r

r r
. 

Для случая малого радиуса 22 zRa    получим [Смайт, 1954; Николь-

ский, 1989] 

2
0 0

3

1

4 4

с с
*
z

I exp k R I S exp k Ra
A rot A

RR

( ) ( )
( ) 

 

  

   
    

 
r ,    (3.21) 

где 2aS   – площадь элементарного витка. Из выражения (3.21) видно, что 

вектор-потенциал электрического типа для магнитного диполя можно выра-

зить через еще более простой вектор 
*

AA rot  или 
*

rot
j

AA
0

1


 , полу-

чивший более широкое распространение 

0 0
0 0

4 4

с
H exp k R exp k RI S

j j
R R

* ( ) ( )
 

 

 
   

M n
A ,   (3.22) 

который называется вектор-потенциалом магнитного типа (В), удовлетво-

ряющий  в однородной среде волновому уравнению Гельмгольца, подобному 

(3.15)  

  )'(jk H
*

rrMA  0
2
0 . 

Момент магнитного диполя 
c

H I SM n  (А*м
2
) направлен по нормали n к 

плоскости витка S  и связан с направлением тока правилом левого винта. 

Электромагнитное поле стороннего источника магнитного типа. 

Вектор напряженности магнитного поля из (3.14) будет определяться 
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как [Ильинский, 1991] 

*
rot rot

j
AH

0

1


 .           (3.23) 

Для расчета магнитного поля источника в виде элементарного магнитного 

диполя с моментом 

 с
H I SM n  

в однородной проводящей среде с учетом соотношения 

 
***

div gradrot rot AAA   

и волнового уравнения для точек вне источника  

 
**

k AA
2
0  

формула принимает матричный вид  

2
0 2 0

0
4

с

m mn
m n

exp k RI Sn
H k

r r R

( )
( ) 



  
  

  
r .        (3.24) 

Формулу связи напряженности электрического поля с вектор-потенциалом 

получим из (3.16) 

*
rotAE            (3.25) 

которая для магнитного диполя запишется в матричном виде 

0 0
0

4

с

m m n

exp k RI Sn
E j

 r R

( )
( )


 

 


 r  

или  

0 0
0

4

с exp k RI S
j rot

R

( )
( ) 



 
   

 
E r n .      (3.26) 

Из последней формулы (3.26) видно, что электрическое поле переменно-

го магнитного диполя имеет чисто индукционный характер, поскольку созда-

ется только за счет изменения магнитного поля и удовлетворяет уравнению 

непрерывности 

0 * 0div div rot E A . 

Как и в случае стороннего источника электрического типа, для опреде-
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ления величины индукционного электрического поля в однородной среде 

достаточно знать величину момента источника. 

Отметим, если среда является непроводящей, то электромагнитное поле 

может создаваться только источником индуктивного вида, например, маг-

нитным диполем, током в незаземленном контуре или антенным незаземлен-

ным излучателем электромагнитных волн, которые в данной работе мы не 

рассматриваем. При этом токи в непроводящей среде отсутствуют, возни-

кающее при этом магнитное поле изменяется синфазно с током в источнике, 

а возникающее электрическое поле – противофазно, поскольку волнового за-

тухания поля в среде не происходит. 

Заключение. 

Применение метода комплексных амплитуд для гармонического элек-

тромагнитного поля в однородной проводящей среде, создаваемого сторон-

ними источниками тока различных типов (электрический или магнитный ди-

поль), позволяет в волновых уравнениях для напряженностей электрического 

и магнитного полей и в их решениях учесть как плотности токов проводимо-

сти, так и плотности токов индукции.  
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Г л а в а  4 

 

 

 

 

КВАЗИСТАЦИОНАРНОЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ  

СТОРОННЕГО ИСТОЧНИКА В НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ 

 

 

 

Используемое в настоящее время векторное объемное интегральное 

уравнение для напряженности гармонического электрического поля и инте-

гральная формула расчета напряженности магнитного поля получены для 

аномальных токов проводимости, что представлено в многочисленных науч-

ных публикациях, отмеченных во введении. Существуют решения более 

сложного вида, в систему интегральных уравнений которых входят вектора 

напряженностей и электрического и магнитного поля, учитывающие все не-

однородные электромагнитные свойства объекта – электропроводность, ди-

электрическую и магнитную проницаемости [Дякин, 2008]. В последнем слу-

чае уравнение описывает намагничивание 3D объекта переменным магнит-

ным полем. 

Мы повторим вывод интегрального уравнения для напряженности гар-

монического электрического поля для общности изложения, но еще раз отме-

тим, что это описание рассеяния электромагнитного поля является неполным, 

поскольку не учитывает возникновение аномальных токов индукции в про-

водящем объеме и неприменимо к задаче изучения рассеяния поля 3D про-

водником в непроводящей вмещающей среде. 

Линейность электромагнитного поля относительно создающего его тока 

позволяет определить раздельно напряженности электромагнитного поля, 

создаваемые сторонними токами С
i  в однородной среде (нормальное поле) и 
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аномальное поле, рассеиваемое локальным проводящим объемом, создавае-

мое аномальными токами a
i  в неоднородной среде. Электромагнитное поле, 

создаваемое элементарными сторонними источниками в виде электрического 

и магнитного диполей в однородной по электропроводности среде (нормаль-

ное поле), а также вводимые вспомогательные функции – вектор-потенциалы 

электрического и магнитного типа были рассмотрены в предыдущей главе. 

 Напомним, что в физических законах и записываемых на их основе 

дифференциальных уравнениях источник (причина) всегда записывается в 

правой части равенства, а следствие – в левой. Следовательно, в дифферен-

циальных уравнениях аномальные напряженности гармонического электро-

магнитного поля необходимо записать как функции аномальных токов про-

водимости и индукции, возникающих в проводящем объеме. В последнем 

случае плотность аномальных токов индукции должна быть выражена через 

изменение магнитной индукции в локальном проводнике. Это обстоятельство 

является важнейшим при записи дифференциальных соотношений. 

Представим электромагнитное поле в неоднородной среде в виде двух 

слагаемых 
a

EEE 
0

 и 
a

HHH 
0

, здесь 
0

E  и 
0

H  – нормальное 

электромагнитное поле стороннего источника )'(ri
С

 в однородной среде с 

электропроводностью 0 , a
E  и a

H  – аномальное электромагнитное поле, 

рассеиваемое локальной неоднородностью объемом V с электропроводно-

стью )()( rr  0  для точек Vr .  

При выводе волновых уравнений для напряженностей электрического и 

магнитного поля стороннего гармонического источника (3.3) и (3.8) были уч-

тены как токи растекания, так и токи индукции, возникающие в однородной 

проводящей среде. В этом помогает применяемый математический аппарат 

метода комплексных амплитуд.  

Если из волнового уравнения для напряженности электрического поля в 

неоднородной среде, получаемого из системы уравнений Максвелла 
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2
0 0 0{ } ( ) ( )a c at ai crot rot k j j        E i i i i i  

из правой части исключить плотность стороннего тока источника и, соответ-

ственно, из левой части связанное с ним нормальное поле в однородной сре-

де, что соответствует правой и левой частям уравнения (3.3), то для аномаль-

ной части электрического поля a
E  в точках вне стороннего источника полу-

чим волновое уравнение для напряженности аномального электрического 

поля в неоднородной среде 

)(j}krot rot{
aiata

iiE  0
2
0 .         (4.1) 

В правой части полученного уравнения источниками аномальной части 

электрического поля являются аномальные плотности токов проводимости 

Ei 
at

 и токов индукции iai
Ei  , возникающие в локальном прово-

дящем объекте согласно закону индукции Фарадея. Отметим, что токи ин-

дукции, возникающие в однородной вмещающей среде с удельной электро-

проводностью 0 , в волновых уравнениях для напряженностей электриче-

ского (3.3) и магнитного поля (3.8) учтены введением слагаемых E
2
0k  и 

H
2
0k  в левые части волновых уравнений. 

Будем рассматривать аномальную напряженность  электрического поля 

как суперпозицию 
aiata

EEE  , обусловленную электрическим (токи 

проводимости) и магнитным (токи индукции) возбуждением локального не-

однородного объема V.  

 

4.1 Электромагнитное поле при электрическом возбуждении 

проводящего 3D объекта.  

Рассмотрим аномальную часть электрического поля at
E , обусловленную 

аномальными токами проводимости  

atat
j}krot rot{ iE 0

2
0            (4.2) 

которое аналогично уравнению (3.3) и имеет решение в матричном виде, по-
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добном (3.6) [Дмитриев, 1969; Raiche, 1974; Таборовский, 1975; Hohmann, 

1975; Weidelt, 1975] 



V

at
nmn

at
m dViGE )'()'/()( rrrr , т.е.  

 






















V

nmn
nm

at
m dV)'(E)'(

R

R)kexp(
k

rr
)(E rrr 02

0

2

04

1
,    (4.3) 

или в векторном виде 

2 0
0

0

1
( ) ( ) ( ') ( ')

4

at

V

exp( k R)
grad div k E dV

R





  E r r r , 

которое подобно уравнению поля для аномальной плотности гармонических 

токов, впервые представленному в работе [Стрэттон, 1948]. 

Напряженность аномального магнитного поля, создаваемого аномаль-

ными токами проводимости, можно определить из векторного уравнения 

Гельмгольца, получаемого из первого уравнения системы Максвелла с уче-

том 0Hdiv  

  atat
rotk iH 

2
0 ,             (4.4) 

которое подобно уравнению для нормального магнитного поля стороннего 

источника (3.8) и имеет решение в виде интегральной формулы, подобной 

(3.12)  

 

V

nmn
at
m dV)'(E)'/(W)(H rrrr , 

или в векторном виде [Hohmann, 1975] 







V

atat dV
R

Rkexp
rot )'(

)(
)( rirH 0

4

1
.     (4.5) 

В стационарном случае эта формула тождественна закону Био-Савара 

для магнитного поля, создаваемого объемно распределенной плотностью 

аномального тока Ei 
at

. 
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Вектор-потенциал электрического типа аномального тока 

проводимости. 

Из вида формул для аномальных напряженностей электромагнитного 

поля при электрическом возбуждении (4.3) и (4.5) следует, что они могут 

быть представлены в виде суперпозиции полей от элементарных объемов 


V

atat d )()( rErE   и  
V

atat d )()( rHrH , 

выражаемых через вектор-потенциал электрического типа для элементарного 

объема как 

  AE dkdiv gradd
at 2

0
0

1



  и  AH drotd at      (4.6) 

где вектор-потенциал представлен через аномальную плотность тока прово-

димости Ei at  в виде, подобном (3.19) 

0( )( ')
( ) ( ')

4

exp k R
d dV

R





 

E r
A r r      (4.7) 

или в дипольном представлении  при adV I d E l  

0( )
( )

4

a exp k RI d

R




l
A r              (4.8) 

и удовлетворяет векторному уравнению Гельмгольца, аналогичному (3.15) 

  atdk iA  2
0 . 

 

4.2 Вектор–потенциал магнитного типа аномального тока индукции 

Вклад в аномальную часть электромагнитного поля, создаваемую токами 

индукции iai
Ei  , не может быть определен с использованием математи-

ческого аппарата дифференциальных уравнений, примененного выше. Это 

связано с тем, что явного выражения для индукционной напряженности элек-

трического поля 
i

E  через изменение магнитного поля не существует, по-

скольку ЭДС индукции, согласно закону Фарадея, возникает лишь в замкну-



56 
 

том проводящем контуре. Для индукционной напряженности поля есть толь-

ко дифференциальная и интегральная формы закона. В главе 2 отмечалось, 

что величина индукционной напряженности электрического поля имеет в 

замкнутом круговом контуре лишь азимутальное направление и может быть 

определена из закона Фарадея в интегральной форме как ЭДС индукции, от-

несенная к длине элементарного замкнутого контура (1.11). Для вихря плот-

ности индукционных токов может быть получено выражение лишь для ку-

сочно-однородной среды, например для горизонтально-слоистых, цилиндри-

чески или сферически неоднородных сред.  

В работах [Борн, 1970; Смайт, 1954] показано, что решение задачи рас-

сеяния гармонического электромагнитного поля на локальном проводящем 

объекте в виде шара в аналитическом виде представляет собой суперпозицию 

двух линейно независимых полей, создающих две моды поля. Первая мода с 

нулевым радиальным магнитным полем называется электрической волной 

(или поперечной магнитной волной), а решение с нулевым радиальным элек-

трическим полем - магнитной волной (или поперечной электрической вол-

ной). Каждая из волн удовлетворяет соответствующему скалярному потен-

циалу (потенциал Дебая). В случае, когда длина волны во вмещающей среде 

превышает размеры шара (шар в пучности стоячей волны), первая мода ока-

зывается связанной с электрическим диполем, помещенным в центре шара, 

момент которого параллелен вектору напряженности первичного электриче-

ского поля. Вторая мода связана с магнитным диполем, момент которого па-

раллелен вектору напряженности первичного магнитного поля [Дивильков-

ский, 1939; Смайт, 1954]. 

Полученное решение в виде двух слагаемых поля является наиболее по-

казательным с точки зрения учета двух сил, действующих на заряды со сто-

роны переменных электрического и магнитного полей. 

Будем полагать, что для тела произвольной формы, разделенного на 

элементарные объемы, аномальное поле от каждого элемента объема созда-

ется также совокупностью электрических и магнитных диполей, возникаю-
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щих в его центре. Необходимо получить систему интегральных уравнений 

для определения моментов этих диполей с учетом их взаимного влияния. Не-

обходимость учета индукционного возбуждения отмечалась в научной лите-

ратуре, посвященной рассеянию гармонического электромагнитного поля на 

локальном проводящем объеме. Так, в работе [Морс, Фешбах, 1960, с.814] 

представлено выражение для вектор-потенциала, описывающего поле двух 

индуцированных электрического и магнитного диполей в центре проводяще-

го тела размером, малым по сравнению с длиной гармонической электромаг-

нитной волны.  

Для определения вклада в аномальную часть электромагнитного поля 

токов индукции представим аномальные напряженности поля в виде супер-

позиции полей от элементарных магнитных диполей, возникающих в центре 

элементарного объема dV  под действием переменного магнитного поля. Со-

ставляющие напряженностей связаны с вектор-потенциалом магнитного типа 

*
A  соотношениями вида, подобного (3.23) и (3.25) 

*
AH  rot rot

j
d ai

0

1


  и 

* AE rotd ai  .       (4.9) 

В неоднородной среде вектор-потенциал магнитного типа (3.22) выра-

зим подобно электрическому типу (4.8) через аномальный ток, создаваемый 

переменным магнитным полем в каждом элементарном проводящем объеме  

0 0
0 0

4 4

a
Hexp k R exp k RI S

j j
R R

* ( ) ( )
 

 

 
   

Mn
A .     (4.10) 

Магнитный момент элементарного проводящего объема 

В главах 2 и 3 было показано, что поляризацию локального объекта с 

удельной электропроводностью  в однородной проводящей среде с элек-

тропроводностью 0  постоянным или гармоническим электрическим полем, 

возникающим под действием стороннего источника, можно описать как об-

разование системы вторичных токовых электрических диполей, возникаю-

щих в элементарных объемах dV и обладающих аномальным электрическим 
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моментом 

 0

a а
E dV dV I d    M E i l . 

Величина аномальных токов индукции в выражении для магнитного мо-

мента а
H I SM n  должна быть выражена через их источник – изменение маг-

нитной индукции в локальном проводнике малого объема dV.  

ЭДС индукции, согласно интегральной форме закона Фарадея (1.7), воз-

никает только в замкнутом контуре. По этой причине вектор напряженности 

электрического поля, имеющий в круговом контуре малого размера лишь 

азимутальное направление, может быть определен как величина ЭДС индук-

ции, отнесенная к длине элементарного контура длиной L. Выражая напря-

женность электрического поля через изменение напряженности магнитного 

поля, пересекающей замкнутый контур площадью S, для гармонического ре-

жима изменения поля получим 

0 0
 i n

n

dH S
 E j H w

dt L
, 

где w – геометрический коэффициент (м), равный для кругового витка мало-

го радиуса a отношению его площади к длине окружности / 2w a .  

Зависимость азимутальной составляющей плотности тока  

2 a  i
n

S
 i E k H

L
     , где: 

2
0k j    . 

Отсюда, интегрируя по всей площади сечения, пересекаемого вектором 

плотности тока, получим величину аномальной силы тока  

2
2 2

0 0

1

2 4 4

h a
a n n

o n

S

H a h H
I E dS j H rdrdz k k dV  


             

и момент вектор-потенциала магнитного типа для точек внутри элементарно-

го объема запишем как 

2 /а
H I S k S dV с  M n H n , 

где S  – сечение элементарного объема dV в направлении, ортогональном на-

правлению магнитного поля H .  
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Можно использовать обозначение ориентированной площадки SS n , 

где n – единичный вектор, направленный по нормали к площадке S вдоль 

вектора напряженности магнитного поля. Константа с зависит от геометри-

ческой формы элементарного объема и для цилиндра с азимутальным векто-

ром плотности тока с = 4π. 

Для точек, удаленных от проводящего объема, момент вектор-

потенциала магнитного типа (называемый магнитным моментом системы) 

имеет интегральный вид [Джексон, 1965; Ландау, Лифшиц, 1988; Матвеев, 

1980; Стрэттон, 1948; Тамм, 1954] 

1

2

а а
H

V

I S dV  
 M n r,i . 

Получим выражения магнитного момента для элементарных объемов 

простой геометрической формы в виде цилиндра, шара и виде прямоугольно-

го параллелепипеда, чтобы определить влияние геометрической формы. 

Для элементарного объема в виде цилиндра высотой h и радиусом a, с 

направлением магнитного поля по нормали n к основанию S, выполняя ин-

тегрирование по объему, получим для составляющей момента  

84

1 4
2

0

2

0 0

32 ha
HkdzdrdrHkM n

h a

nHn


   



.    (4.11) 

Для элементарного объема в виде шара магнитный момент можно полу-

чить суммированием токов в листках Ампера в объеме шара. Согласно тео-

реме Ампера, магнитное поле H кругового линейного тока силой I эквива-

лентно полю магнитного листка в том случае, если плотность магнитных мо-

ментов диполей, образующих листок, численно равна силе тока [Тамм, 1954]. 

Сила тока одного листка Ампера 
adJ  от элементарного кольца радиуса r, 

толщиной dh и шириной dr будет равна 

2

2 dh dr r
Hkdh dridJ n

aa   . 

Магнитное поле a
ndH  одного листка Ампера на оси OZ  при z >> a будет 
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равно 






22

0

2

32

1
har

aa
n dJr

z
dH , 

где h  - расстояние от плоскости листка до экваториальной плоскости. 

Магнитное поле от всех листков, находящихся в объеме шара будет равно  

,
3

52

0

3

3

2
2

304

22

z

aHk
dh drr

z

Hk
H n

a

a

har
na

n 





  




 

откуда момент всех листков, находящихся в объеме шара 

30

4 5
2 a

HkM nH n


 .           (4.12) 

Полученное выражение для магнитного момента элементарного шара 

можно сопоставить с аналитическим решением, полученным в работе [Ди-

вильковский, 1939] для случая, когда длина волны во вмещающей среде зна-

чительно превышает размеры шара (шар в пучности стоячей волны). Для ша-

ра радиусом а с электропроводностью  , находящегося в однородном маг-

нитном поле, направленном по полярной оси Z при zr  o  ,0 , аномальная 

часть магнитного поля при малом параметре шара Р равна 

3

50

03

3
0

15 z

a H
 

r

a
PHHH z

z
a
z

a
r  . 

Приближенное выражение для параметра 152
0 /a  P   соответствует 

малому параметру поля P внутри шара (шар малого радиуса). Поскольку для 

магнитного диполя с моментом zM , направленным по оси Z 

,
3

2

4 z

M
H za

z 


  

то момент малого шара, эквивалентного магнитному диполю 

30

4 5
0

0
a 

H M zHn


 , 

получаем тождественно равным моменту, полученному выше с помощью ли-
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стков Ампера (4.12). 

Выполняя аналогичные действия для элементарного объема dV в виде 

прямоугольного параллелепипеда со сторонами длиной d1, d2, d3, получим 

dV
d

ddd
HkM

n
nHn 32

3212
 .        (4.13) 

Из приведенных выражений видно, что моменты элементарных объемов 

простой геометрической формы являются близкими по значениям. Величины 

моментов шара и куба относятся друг к другу как 3,2/π ≈ 1. 

Выражение для вектора магнитного момента будем записывать как 

2a
H I S k dV  M n Ф ,         (4.14) 

где для dV d d dξ  c помощью 

( H d d H d d H d d ) / cξФ ξ η ξ ζ ξ  

обозначен новый арифметический вектор, составленный из произведений 

проекций вектора напряженности магнитного поля H , пересекающего малый 

объем dV  в ортогональных направлениях, на площадь сечения элементарно-

го объема по направлению магнитного поля. 

В отличие от традиционно используемой в электродинамике физической 

величины скалярного потока магнитной индукции 
S

ndSBФ , введенное 

обозначение нового вектора Ф позволяет учитывать ориентировку плоскости 

элементарной площадки (сечения элементарного объема), в которой создает-

ся вихрь вектора индукционной плотности тока. Введенный вектор Ф можно 

называть вектором потока напряженности магнитного поля. При этом кон-

станта  в знаменателе c относится к каждому элементарному объему.  

Из полученного выражения (4.14) видно, что вектор магнитного момента 

выражен через изменение величины магнитного поля, пересекающего эле-

ментарный объем.  

Подставляя полученное выражение магнитного момента в исходную 

формулу для вектор–потенциала магнитного типа (4.10), имеем 
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20 0

4

* j exp k R
k dV

R

( )




 A Ф .      (4.15) 

 

4.3 Электромагнитное поле при магнитном возбуждении проводя-

щего  3D объекта  

Используя формулы связи (4.9) перейдем от вектор–потенциала магнит-

ного типа (4.15) к величинам аномальных напряженностей электромагнитно-

го поля при индукционном возбуждении, создаваемых локальным объемом 

V, путем суммирования по всем элементарным объемам 

 




N

n

ndVV

1

. 

20 0

14

N
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n n n

n

j exp k R
rot k dV

R
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
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
 E r r Ф r ,  

20

1
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N
аi

n n n

n

exp k R
rotrot k dV

R

( )
( ) ( ) ( )

 


  H r r Ф r ,  

где nR rr  , nr  - координата центра элементарного объема dVn. 

Интегральный вид формул можно получить при предельном переходе N→ ∞, 

при условии малой величины dVn → 0. Предварительно получаем для вектора 

потока напряженности магнитного поля в каждой точке элементарного объе-

ма 
n n

dVr  непрерывную функцию 

n ξ ξ( ) H dS H dS H dS / cФ r ξ η ζ . 

Для аномальных составляющих напряженностей поля, используя 






N

rErE

ndV 10 n
n

аiai
)(dlim)( , 





N

rHrH
dV 10 n

n
аiаi

)(dlim)( , 

имеем 

20 0

4

ai

V

j exp( k R)
( ) rot k ( ') ( ')dV

R
E r r Ф r       (4.16) 

или в матричном представлении 
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2ai

m mn n

V

W k Ф dVˆ( ) ( / ') ( ') ( ') E r r r r r , 

а так же 

201

4

аi

V

exp( k R)
rotrot k dV

R
( ) ( ') ( ')




  H r r Ф r ,      (4.17) 

или в матричном представлении 

2ai

m mn n

V

H G k Ф dVˆ( ) ( / ') ( ') ( ')  r r r r r . 

Тензорными функциями ˆ ( / ')
mn

W r r  и ˆ ( / ')
mn

G r r  обозначены  

m - компоненты электрического (для Ŵ ) и магнитного (для Ĝ ) поля, в точке 

r  - наблюдений, создаваемые переменным магнитным диполем с единичным 

моментом, ориентированным в направлении 

n  -  оси системы координат и находящимся в точке 

r -  системы координат. 

Полученные формулы (4.16) и (4.17) описывают индукционные части 

напряженностей аномального поля, создаваемого по закону Фарадея под дей-

ствием переменного магнитного поля на локальный проводящий объект. 

 

4.4 Уравнение рассеяния гармонического электромагнитного поля  

на проводящем 3D объекте 

Объединяя интегральные формулы для аномальных электрического (4.3) 

и (4.16) и магнитного (4.5) и (4.17) полей, получим для суммарного электро-

магнитного поля шестикомпонентную систему интегральных соотношений. 

Будем называть эту систему уравнением рассеяния гармонического электро-

магнитного поля стороннего источника на 3D объекте 
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V V

V V

j
grad div k g dV rot g k dV

rot g dV rot rot g k dV             .

( ) ( ) ( ') ( ') ( ') ( ') ,

( ) ( ') ( ') ( ') ( ')




 


 


     



     


 

 

E r E r E r r Ф r

H r H r E r r Ф r
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здесь для сокращения записи использовано обозначение (3.10) скалярной 

комплексной функции Грина /RR)k(expg 0 , r'r R , V'r . Поскольку 

дифференциальные операторы действуют на координаты точек наблюдений r 

функции Грина, уравнение рассеяния можно записать в виде 

0 20

0

0 2

1
( ) ( ') ( ') ( ') ( ') ,

4 4

1 1
( ) ( ') ( ') ( ') ( ')

4 4

EE EH

V V

HE HH

V V

j
G dV W k dV

W dV G k dV




 


 


    



     



 

 

E r E r E r r Ф r

H r H r E r r Ф r

 (4.19) 

где обозначены 

0
2
0 )

k R
EE e

G =(grad div k
R



 , 
0k R

EH HE e
W =W =rot

R



, 
0k R

HH e
G =rot rot

R



. 

Для точек Vr  уравнения системы (4.18) представляют собой две инте-

гральные формулы для расчета составляющих напряженностей электромаг-

нитного поля во внешних точках вмещающей среды 

)()()()( rErErErE
aiato   и )()()()( rHrHrHrH

aiat  0 .  

Для точек Vr  полученная система является интегральным соотноше-

нием, поскольку напряженности электромагнитного поля, создаваемые за 

счет индукционного возбуждения выражены через изменение потока напря-

женности магнитного поля. 

Уравнение рассеяния гармонического электромагнитного поля (4.18) 

учитывает как парный, так и перекрестный эффекты физических полей.  

Парный эффект полей заключается в учете действия двух сил, дейст-

вующих на заряды со стороны электрического поля и со стороны переменно-

го магнитного поля. Учет двух действующих сил отражен в виде двух сла-

гаемых, входящих в каждое из двух уравнений системы и заключается в по-

ляризации 3D проводника токами проводимости (первые аномальные сла-

гаемые поля) и токами индукции (вторые аномальные слагаемые поля). Их 

можно называть электрическим и магнитным возбуждением локального про-

водника со стороны действующего электромагнитного поля. 
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Перекрестный эффект полей заключается в создании магнитного поля 

электрическим полем по закону Био-Савара (токами в проводящей среде) и 

электрического поля – магнитным полем по закону Фарадея (изменением по-

тока магнитной индукции). Учет перекрестного эффекта отражен в каждом 

из двух уравнений системы – для электрического поля вторым аномальным 

слагаемым поля, для магнитного поля – первым аномальным слагаемым по-

ля. 

Анализ уравнения рассеяния гармонического электромагнитного поля 

Убедимся, что система уравнений (4.18) удовлетворяет уравнениям сис-

темы Максвелла (III.1 – III.4). Для аномальных слагаемых электромагнитного 

поля, обусловленных токами проводимости, такая проверка выполнена в ра-

боте [Хижняк, 1986]. 

1. Электрическое поле – первое уравнение системы – должно удовлетво-

рять уравнению непрерывности плотности полного тока 0i div  или 

c divdiv iE  )( 0 , откуда 












 EEE

0

divdivdiv c . 

Определим Ediv  первого уравнения системы. В однородной среде 

0  сторонний источник создает электрическое поле, называемое нор-

мальным 
cdivdiv EE 0

. Поскольку операция div действует на координаты 

точек r, для второго аномального слагаемого напряженности электрического 

поля сразу следует из векторного тождества 0 *AE divrotdiv , что 

0aidivE . 

Для первого аномального слагаемого 

 




V

at
dV)'()'()'(g)kdiv grad(divdiv rErrrE

2
0

04

1
. 

Преобразуем дифференциальные операторы к виду  
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)()()
2
0

2
0

2
0

kdivdivkkdiv grad( div  . 

Поскольку для точек 'rr   справедливо равенство 0
2
0  )'(g)k( rr , то 

0atdivE .  

Из этой формулы следует, что аномальное электрическое поле имеет ди-

намический (дивергентный) характер и показывает, что локальный объект не 

является источником электрического поля, а приводит лишь к пространст-

венному перераспределению поля, создаваемого сторонним источником. 

Для точек 'rr   преобразуем )'()'(gk)'(g rrrrrr  4
2
0 . 

Снимая интеграл и сокращая подобные члены, в результате имеем  

 EE 


 divdiv
at

0

1
,  

что соответствует уравнению непрерывности плотности полного тока для 

случая неоднородной среды 












 EEE

0

0 divdivdiv . 

Первое уравнение системы (4.18) удовлетворяет уравнению непрерыв-

ности плотности полного тока. 

2. Второе уравнение системы (4.18) в немагнитной среде должно удовле-

творять уравнению непрерывности для напряженности магнитного поля 

0Hdiv .  

Определим Hdiv  второго уравнения системы. Магнитное поле 
0

H , соз-

даваемое в однородной среде токовыми источниками в виде электрического 

диполя или их суперпозиции вдоль линий или замкнутых контуров, всегда 

можно представить с помощью вектор-потенциала электрического типа для 

однородной среды как 
00

AH rot , откуда следует 0
0
Hdiv . 

Первое аномальное слагаемое для напряженности магнитного поля 

0)(rH
atdiv , т.к. 0div div rot H A .  
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Для второго аномального слагаемого, выполнив преобразования, подоб-

ные предыдущим, при 'rr   получим 0aidivH . 

При 'rr   используя (4.6),  преобразуем при 
2,  k  = const в преде-

лах малого объема и S  = const  (поскольку для элементарного объема при 

выводе момента в (4.11) – (4.13) по пространственным переменным выпол-

нено интегрирование в конечных пределах) 

 2
0( ) ( 0div div k  j div S Sdiv rot )         H Ф H E  

с учетом векторного тождества div rot F = 0. 

Второе уравнение системы (4.18) удовлетворяет уравнению непрерывно-

сти магнитного поля. 

3. Первое уравнение системы (4.18) должно удовлетворять второму 

уравнению Максвелла HE 0 jrot  (закону Фарадея в дифференциаль-

ной форме). Определим Erot  первого уравнения системы. Взяв операцию 

rot  от первого аномального слагаемого электрического поля и используя 

rotk)kdiv grad( rot
2
0

2
0  , поскольку 0  gradrot ,  получаем [Хиж-

няк, 1986] 

HrErrrE 0
0

4





  jdVgrot

j
rot

V

)'()'()'( , 

аналогичная операция со вторым аномальным слагаемым напряженности 

электрического поля дает  

HrФrrrE 0
20

4





  jdV)'()'(k)'(grot rot

c

j
rot

V

. 

Первое уравнение системы (4.18) удовлетворяет закону Фарадея в диф-

ференциальной форме. 

4. Второе уравнение системы (4.18) должно удовлетворять первому 

уравнению Максвелла iH rot  (закону Био-Савара в дифференциальной 

форме). Во втором уравнении системы первое аномальное слагаемое есть ин-

тегральная запись закона Био-Савара для объемных гармонических токов. 
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Более того, это слагаемое получается непосредственно из закона Био-Савара 

в дифференциальной форме.  

Взяв операцию rot от первого аномального слагаемого напряженности 

магнитного поля в (4.18), получаем с учетом 

)'()'(gk)'(g rrrrrr  4
2
0 : 














 

iEEHrr

iErErrrHrr

0

0
0

2
04

1

rot  

dVgkdiv grad(rot  

V
'

)'()'()'()'
 

т.е. вихрь магнитного поля, создаваемого токами в однородной или неодно-

родной среде. 

Взяв операцию rot от второго аномального слагаемого напряженности 

магнитного поля при 'rr  , с учетом FF rotkrot rot rot 2
0

 , где 

0  gradrot , получим аномальную часть индукционного электрического 

поля, создаваемого в локальном объеме по закону Фарадея, с множителем 

0  

ai

V

ai
dV)'()'(k)'(grot

c

j
rot ErФrrrH 0

200

4





  . 

При 'rr   и  FrrFF rot)'(rotkrot rot rot  4
2
0  

 ФEФEH rotj)k(rotrot
aiaiai

00
2

0  . 

Множитель, стоящий в скобках последнего слагаемого, соответствует 

напряженности аномального электрического поля при магнитном возбужде-

нии 
ai

E , но лишь формально, поскольку явного выражения для него не су-

ществует.  

Из последней формулы видно, что напряженность аномального электри-

ческого поля при магнитном возбуждении пропорциональна изменению во 

времени вихря потока магнитной индукции, пересекающей площадку, огра-

ниченную элементарным контуром 
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 ai
E  ~  nBSrot

t 





. 

Для проверки второго аномального слагаемого системы (4.18) для на-

пряженности магнитного поля воспользуемся интегральной формой первого 

уравнения Максвелла. Из вывода формулы (4.14) для точек 'rr   сразу полу-

чим 

2ai ai
l

L

H dl S I S k dV( )    n n Ф . 

Выполненная проверка показывает, что уравнение рассеяния (4.18) удовле-

творяет всем уравнениям системы Максвелла. Это означает так же автомати-

ческое выполнение граничных условий для напряженностей полей, посколь-

ку последние получают из уравнений непрерывности III.3 и III.4 системы 

уравнений Максвелла в интегральном виде. 

 

4.5 Частные случаи уравнения рассеяния. Стационарный режим поля. 

Рассеяние поля на 3D объекте в непроводящей среде 

В случае стационарного режима источника поля 0  в системе (4.18) 

отсутствуют вторые аномальные слагаемые поля, соответствующие возбуж-

дению 3D объекта токами индукции. Система (4.18) распадается для точек 

Vr  на две интегральные формулы для расчета напряженностей электриче-

ского и магнитного поля, соответствующих формулам (1.8) и (1.9). Для точек 

Vr  уравнение (1.8) является трехкомпонентной системой объемных век-

торных интегральных уравнений для напряженности электрического поля 

стационарного стороннего источника в неоднородной среде [Дмитриев, 1973; 

Кормильцев, 2000 и др.].  

В случае непроводящей среды 00   в системе (4.18) отсутствуют пер-

вые аномальные слагаемые поля, соответствующие возбуждению проводя-

щего 3D объекта токами проводимости. В последних слагаемых, поскольку в 

непроводящей среде отсутствует волновое затухание поля, скалярная функ-

ция Грина (4.18) имеет вид Rg /1 . Система (4.18) распадается для точек 



70 
 

Vr  на две интегральные формулы для расчета напряженностей электриче-

ского и магнитного поля: 

0 20

4
V

j
rot k dV

R

( ')
( ) ( ) ( ')




  

Ф r
E r E r r ,          (4.20) 

0 21 ( ')
( ) ( ) ( ')

4
V

rot rot k dV
R

  
Ф r

H r H r r .          (4.21) 

Для точек Vr  уравнение (4.20) является системой интегральных соот-

ношений для напряженности магнитного поля, описывающее возбуждение 

проводящего 3D тела переменным магнитным полем. 

Последнее уравнение имеет особое значение в изучении рассеяния гар-

монического электромагнитного поля на проводящем локальном объекте, на-

ходящемся в непроводящей среде, поскольку дает возможность сопоставить 

материалы экспериментальных физических измерений с теоретическими 

расчетами рассеяния поля. Собственно именно необходимость этого сопос-

тавления и являлась причиной проведенных выше теоретических выкладок. 

Заключение. 

Рассеяние гармонического электромагнитного поля стороннего источ-

ника на проводящем 3D объекте описывается шестикомпонентной системой 

уравнений для напряженностей электрического и магнитного поля. 

Уравнение рассеяния гармонического электромагнитного поля учитыва-

ет парный и перекрестный эффекты физических полей:  

- парный эффект полей заключается в учете действия двух сил, действующих 

на заряды со стороны электрического и переменного магнитного полей; 

-  перекрестный эффект полей заключается в создании магнитного поля элек-

трическим полем (токами) по закону Био-Савара и электрического поля – пе-

ременным магнитным полем по закону Фарадея.  
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Г л а в а 5.  

 

 

СИСТЕМА ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

РАССЕЯНИЯ ГАРМОНИЧЕСКОГО ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО 

ПОЛЯ НА 3D ОБЪЕКТЕ 

__________________________________________________________________ 

 

Численная реализация уравнения рассеяния гармонического электро-

магнитного поля (4.19), как и частные случаи стационарного электрического 

поля (1.8) и рассеяния гармонического электромагнитного поля на 3D объек-

те в непроводящей среде (4.20), основываются на обобщении метода решения 

одномерного скалярного интегрального уравнения, предложенного самим 

Фредгольмом [Крылов, 1984]. В трехмерном случае для векторного поля она 

заключается в замене непрерывного интеграла по объему (или по нескольким 

объемам) суммой по конечному числу элементов объема  N → ∞ столь малых  

dVP → 0, что электропроводность и напряженности поля можно считать по-

стоянными величинами в пределах каждого из них ConstP  )(r , 

ConstP )(rE , ConstP )(rH .  

 

5.1 Сведение  уравнения рассеяния к системе линейных  

алгебраических уравнений  

Приведем систему интегральных соотношений (4.18) к системе линей-

ных алгебраических уравнений. Перегруппируем слагаемые системы и запи-

шем уравнение рассеяния (4.19) в матричном виде с симметричными диффе-

ренциальными операторами, используя соотношение векторного анализа 

FFF  graddivrotrot  и волновое уравнение для скалярной функции Гри-

на (3.10), из которого следует, что 

 
2
0( ') ( ') 4 ( ')g k g      r r r r r r . 
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Это дает дополнительное слагаемое ко второму уравнению, равное 

c/)()(k rФr
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 , откуда 
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    (5.1) 

где тензорными функциями обозначены (индексы r  и 'r  для сокращения за-

писи опущены) 
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Внесем векторы напряженностей поля под знаки интегралов, используя свой-

ство дельта–функции Дирака 







 'd)'()'(F)(F rrrrr  

и представим напряженности электрического и магнитного поля в качестве 

общих множителей, используя символ Кронекера mn . Получим 
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Заменим интегралы суммами по большому, но конечному числу элемен-

тов объема N→∞, при этом интегрирование по объему каждого малого эле-

мента перенесем на дельта–функцию Дирака и тензорные функции Грина 

gp

V

pgp

P

d)(  rrr , 

pV

ppgmnmn dV)/(GĜ rr  и 

pV

ppgmnmn dV)/(WŴ rr ,  

где gp  – символ Кронекера, точки r , r   определяют центры элементарных 

объемов gr , pr  и для сокращения записи обозначены индексами g, p =1,…, N. 
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Для текущей точки gr  имеем 
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где раскрыто определение вектора Ф, введенного в формуле (4.14). 

Введем шестикомпонентные полевые векторы поля X и B:  

]H,H,H,E,E,E[i
0
3

0
2

0
1

0
3

0
2

0
1B ; ]H,H,H,E,E,E[j 321321X ; i,j = 1,2,…6 

и объединим суммы. Рассматривая ijA  как элементы матрицы A размером 

NN  , а jX  и iB  как N – мерные векторы, получим матричное представле-

ние уравнения 
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,             (5.3) 

т.е. СЛАУ вида      BXA  , где  A   – матрица размером NN  ,  X  и  B   – 

векторы неизвестных и свободных членов размером N. В результате получим 

систему линейных алгебраических уравнений вида 

А * Х = В.              (5.4) 

Здесь вектор–столбцы X и B имеют размерность 6N, а клеточная матри-

ца Грина А с четырьмя клетками имеет размерность  6N*6N с элементами
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m, n = 1,2,3; )(V pr , )(d pn r  - объем элемента pr  и его размер по оси n. 

Диагональные элементы матрицы А для точек gp rr   равны 0 при  i   j, 

а при i = j выделены в виде отдельных слагаемых )( pr  и )( pr  в двух диа-

гональных блоках матрицы А.  Недиагональные элементы матрицы gp rr   

отличны от нуля. Слагаемые )( pr  и )( pr  в главной диагонали матрицы 

соответствуют особенностям тензорной функции )/(Ĝ pgmn rr  в точках 

gp rr   при  m = n. Элементы тензорной функции )/(Ŵ pgmn rr  в точках 

gp rr   при  m = n особенностей не имеют в силу симметрии. 

Дополнительным, но важным параметром при разбиении 3D тела на 

элементарные объемы является условие квазистационарного приближения, 

что означает, что размер тела не превышает длину электромагнитной волны λ 

0

2
2 / Re( ) 2k  

 
  . 

Замена объемного интеграла суммой элементов позволяет применить это 

условие к характерному линейному размеру элементарного объема прямо-

угольного параллелепипеда (например, максимальной длине ребра или его 

главной диагонали),  т.е. должно соблюдаться условие d < λ , что приводит к 

условию дискретизации элементов объема  
1/2

09d     


  .  

Условие квазистационарности поля Re(k)·d << 1 позволяет сделать еще 

одно допущение, которое заключается в том, что в пределах элементарного 

объема можно пренебрегать изменением фазы, а именно – положить, что 
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0 0 2exp k R exp k R d / ,  

где R – расстояние между центрами элементарных объемов. В этом случае 

интеграл от тензорной функции Грина для элементарного объема в виде пря-

моугольного параллелепипеда для диагональных элементов mnĜ  при gp rr   

можно взять аналитически.  

Для составляющих nm  , выполняя интегрирование, получим 
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2 2
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Ĝ dV arctg
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r

r r
,     (5.6) 

321
dddV p )(r  – объем элемента, )( pmd r  – длина элемента по оси m, 

2
3

2
2

2
1

dddD p )(r   – длина диагонали элемента объема. Для элемента 

объема в виде куба имеем 34 /Ĝmm  .  

В результате коэффициенты в матрице Грина А  (5.5) примут вид 
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Рассмотрим два частных случая уравнения рассеяния. Первым является 

стационарный режим источника поля (1.8), вторым - рассеяние гармониче-

ского электромагнитного поля на 3D объекте в непроводящей среде, описы-

ваемый формулами (4.19) и (4.20). Для стационарного поля СЛАУ вида (5.4) 

с первым коэффициентом из (5.7) имеет размерность 3N*3N, а вещественная 

матрица А имеет вид [Кормильцев, 2000] 
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векторы поля X и B: ]E,E,E[m
0
3

0
2

0
1B - электрическое поле стороннего ис-

точника в однородной среде; ]E,E,E[n 321X ; m, n  = 1,2,3. 

Вторым частным случаем является рассеяние гармонического поля сто-

роннего источника на 3D объекте в непроводящей среде. Для этого случая 
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комплексная матрица А размерность 3N*3N записывается как 
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с векторами поля ]H,H,H[m
0
3

0
2

0
1B - магнитное поле стороннего источ-

ника в однородной среде; ]H,H,H[n 321X ; m, n  = 1,2,3. 

5.2 Регуляризация уравнения рассеяния электромагнитного поля 

Для представления уравнения рассеяния (4.18) в регуляризованном виде 

значения интегралов в точках 'rr   выделим в виде отдельных слагаемых 
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и перенесем их в левую часть. Здесь символ Р означает главное значение ин-

тегралов, индексы точек r  и 'r  опущены для сокращения записи. Сгруппиро-

вав общие множители, получим 
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Введем новые векторы  )()(E)(F mm rrr   и )()(H)(T mm rrr  . 

В дискретном и регуляризованном виде, используемом при численном 

решении методом итераций, уравнение рассеяния (4.18) имеет матричный 

вид 
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)r(c

)r(k
)r(FŴ
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Проблема дискретизации локального объема 

Структура распределения переменного электромагнитного поля внутри 

проводящего тела существенно зависит не только от его электропроводности, 

но и от частоты тока, что проявляется в образовании скин-слоя вблизи по-

верхности. С увеличением частоты вне скин-слоя поле внутри проводника 

будет практически отсутствовать. 

Этот вывод налагает существенные требования на дискретизацию ло-

кального объёма при математическом моделировании задач электродинами-

ки. Система разбиения тела на элементы должна учитывать толщину скин-

слоя, выражаемую из определения длины электромагнитной волны как [Мат-

веев, 1983]  

 , 

которая характеризует глубину проникновения электромагнитных волн в 

среде вследствие поглощения. 

Приведём некоторые системы дискретного разбиения локального объек-

та, для применения при расчётах электромагнитных полей (рис. 6–10). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 6. Система дискретного разбиения локального объекта № 1. 
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Рис. 7. Система дискретного разбиения локального объекта № 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 8. Система дискретного разбиения локального объекта № 3. 

 

Рис. 9. Система дискретного разбиения локального объекта № 4. 
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Рис. 10. Система дискретного разбиения локального объекта № 5. 

 

На рисунках 6 – 10 представлены фрагменты строения локальных объек-

тов, отражающие его внутреннюю структуру. Все представленные системы 

разбиений характеризуются следующими параметрами: каждый элементар-

ный объём имеет единичные размеры по каждой оси; размеры элементов по 

осям и координаты центров элементов фиксированы; фактические размеры 

элементов и центров получаются простым умножением на соответствующие 

размеры локального объекта. 

Характеристики каждой из систем. 

Система № 1. Число элементарных объёмов – 57; центральный элемент 

имеет размеры по осям – половина стороны по каждой из осей; наружный 

слой разбит на 56 элементарных объёмов со сторонами, равными 1/4 величи-

ны стороны исходного объекта по каждой из осей соответственно. 

Система № 2. Число элементарных объёмов – 160; 4 центральных эле-

мента имеют размеры по осям – 1/3 стороны исходного объекта по каждой из 

осей соответственно; наружный слой разбит на 156 элементарных объёмов со 

сторонами, равными 1/6 величины стороны исходного объекта по каждой из 
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осей соответственно. 

Система № 3. Число элементарных объёмов – 456; 4 центральных эле-

мента имеют размеры по осям – 1/4 стороны исходного объекта по каждой из 

осей соответственно; наружный слой разбит на 452 элементарных объёма со 

сторонами, равными 1/8 величины стороны исходного объекта по каждой из 

осей соответственно. 

Система № 4. Число элементарных объёмов – 545; 1 центральный эле-

мент имеет размеры по осям – 1/3 стороны исходного объекта по каждой из 

осей соответственно; промежуточный слой разбит на 64 элементарных объё-

ма со сторонами, равными 1/5 величины стороны исходного объекта по каж-

дой из осей соответственно; наружный слой разбит на 480 элементарных 

объёмов со сторонами, равными 1/10 величины стороны исходного объекта 

по каждой из осей соответственно. 

Система № 5. Число элементарных объёмов – 1273; 1 центральный эле-

мент имеет размеры по осям – 1/3 стороны исходного объекта по каждой из 

осей соответственно; промежуточный слой разбит на 64 элементарных объё-

ма со сторонами, равными 1/5 величины стороны исходного объекта по каж-

дой из осей соответственно. Наружный слой, в отличие от системы №4, 

представляет собой “двойной” слой. В каждом угле находятся по 8 элементов 

с размерами сторон 1/20 величины стороны исходного объекта по каждой из 

осей соответственно. Рёбра представляют собой параллелепипеды со сторо-

нами 1/10*1/20*1/20 (для ребра, расположенного вдоль оси X) либо 

1/20*1/10*1/20 (для ребра, расположенного вдоль оси Y), либо 

1/20*1/20*1/10 (для ребра, расположенного вдоль оси Z) величины стороны 

исходного объекта. Боковые элементы представляют собой параллелепипеды 

со сторонами 1/10*1/10*1/20 (расположены сверху и снизу от центра) либо 

1/20*1/10*1/10 (расположены слева и справа от центра), либо 1/10*1/20*1/10 

(расположены ближе и дальше от центра) величины стороны исходного объ-

екта. 

При проведении математического моделирования после ввода исходных 
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данных, в числе исходных параметров указывается параметр разбиения, со-

ответствующий системам разбиения от 1 до 5. 

При расчетах поля необходим предварительный анализ исходных дан-

ных по проводимости локального объекта для заданной частоты по опреде-

лению толщины скин-слоя и выдаче рекомендации для выбора системы раз-

биения. 

Созданные пять систем дискретного разбиения локального объекта на 

элементарные объёмы преследуют цель более точного учета влияния частоты 

и удельной электропроводности при образовании скин-слоя вблизи поверх-

ности проводящего тела. Разработанные системы введены в программу ввода 

исходных данных в составе пакета, предназначенного для проведения мате-

матического моделирования задач изучения рассеяния гармонического элек-

тромагнитного поля на локальных проводящих объектах. 

 

5.3 Методы решения СЛАУ 

Для численного решения системы линейных алгебраических уравнений 

(СЛАУ) вида (5.4) разработано большое количество методов [Бахвалов, 1987; 

Воеводин, 1977; Ильин, 1974; Фаддеев, 1963; Форсайт, 1980], каждый из ко-

торых обладает определенными достоинствами и недостатками, и выбор 

наилучшего метода определяется минимальными затратами времени и ресур-

сов применяемой ЭВМ при условии достижения требуемой точности расче-

тов. Из чаще всего применяемых методов итераций Зейделя и исключения 

Гаусса метод итераций имеет медленную скорость сходимости при большой 

контрастности удельной электропроводности среды и 3D объема. В свою 

очередь метод исключения Гаусса имеет ограничения, определяемые ресур-

сами ЭВМ по оперативной памяти, из-за большой размерности матрицы  

СЛАУ. 

Метод итераций позволяет решать системы с размерностью большей, 

чем метод исключения Гаусса, за счет повторного вычисления строк матри-

цы и удобен для решения систем уравнений с соотношениями удельных 
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электропроводностей  объема и среды  10. При более высоких значениях 

этого соотношения итерационный процесс становится медленно сходящимся 

и требует значительного расчетного времени. Еще одним параметром, суще-

ственно ограничивающем применение метода итераций, является частота 

электромагнитного поля. Это объясняется тем, что с повышением частоты 

изменения поля в структуре токовых линий внутри тела значительную часть 

начинают приобретать индукционная часть токов, имеющая более сложный 

вид, существенно отличающийся от вида внешнего возбуждающего поля. 

Метод исключения Гаусса, являясь прямым методом решения СЛАУ, 

имеет ошибки в решении системы за счет накопления погрешности при пря-

мом и обратном ходе решения, а также чувствителен к выбору главных эле-

ментов матрицы. Формирование СЛАУ вида (5.7) с диагональными элемен-

тами матрицы в виде скаляров позволяет не проводить выбор ведущего эле-

мента. В этом проявляется зависимость уменьшения влияния поля соседних 

элементов на рассчитываемый, по мере их удаления. Максимальное влияние 

каждый элемент оказывает сам на себя, что и учитывается явным выделени-

ем диагональных элементов матрицы. 

Промежуточное место между методами итераций и методом исключения 

Гаусса имеет проекционный метод LSQR, представляющий собой модерни-

зацию метода QR-разложения Пейджа – Саундерса [Paige, 1982]. Метод 

LSQR является вариантом метода сопряженных градиентов. В нем при по-

строении решения системы Х=BА  используется ортогональный базис, при 

построении которого применяется схема трехдиагонализации матрицы А ме-

тодом Ланцоша.  Поскольку он использует сопряженные градиенты, векторы 

остатков после каждой итерации взаимно ортогональны. Метод LSQR ищет 

наименьшее из возможных решений X, которое минимизирует  BXA  . 

Так как при ортогональном разложении используются строки и столбцы мат-

рицы СЛАУ, метод позволяет решать системы с размерностью, бὀльшей, чем 

метод исключения Гаусса, за счет хранения матрицы в ПЗУ ЭВМ. Опыт при-

менения алгоритма LSQR при решении СЛАУ показал, что он может быть с 
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успехом применен в случаях, когда привлечение метода исключения Гаусса 

невозможно, ввиду ограничений ресурсов ЭВМ, а метод итераций не обеспе-

чивает скорость сходимости. 

Каждый метод решения СЛАУ может внести свою ошибку в решение, 

которое мы желаем получить. Просто применяя алгоритмы LSQR, Гаусса или 

итераций для решения системы уравнений мы не будем уверены в точности 

полученного результата. Поэтому использовалась проверка результата не-

сколькими методами. Как показал опыт моделирования, в результате дискре-

тизации векторного интегрального уравнения всегда получалась хорошо обу-

словленная система линейных алгебраических уравнений, удовлетворительно 

разрешимая даже при большой размерности системы. В этом находит свое 

частное выражение принцип корректности прямой задачи. При контрастно-

сти свойств локального объекта и вмещающей среды не более 10 на низких 

частотах, когда итерационный процесс завершается при ограниченном числе 

шагов, есть возможность широкого сопоставления решения СЛАУ методами 

итераций, исключения Гаусса и LSQR. Относительные различия в значениях 

как внешнего, так и внутреннего полей моделей при этом всегда близки к ве-

личине заданной относительной погрешности метода итераций. 
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Г л а в а  6.  

 

 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ В СРЕДЕ С 3D ОБЪЕКТАМИ 

_____________________________________________________________ 

 

В научной литературе имеются многочисленные примеры расчетов пе-

ременного поля, когда 3D тело находится в проводящей среде в низкочастот-

ном электрическом поле стороннего гармонического источника. Сравнитель-

ным характеристикам различных способов численной реализации посвящен 

международный проект COMMEMI [Жданов, 1990], в котором помимо диф-

ференциальных методов численного моделирования реализовано векторное 

объемное интегральное уравнение для электрического поля гармонического 

стороннего источника и 3D проводящего тела в проводящем полупростран-

стве и в слоисто-неоднородной среде. 

В этой главе будут рассмотрены результаты математического моделиро-

вания рассеяния гармонического электромагнитного поля различных типов 

сторонних источников на проводящем 3D объекте. Выполненные исследова-

ния преследовали цель изучения основных физических закономерностей пе-

рераспределения поля внутри и вне проводящих 3D тел при раздельном и со-

вместном возбуждении электрическим и переменным магнитным полем. 

 

6.1 Рассеяние электромагнитного поля на 3D объекте в однородной среде 

Модель 1. Рассмотрим расчет переменного поля, когда 3D проводящее 

однородное тело находится в проводящей среде в однородном низкочастот-

ном внешнем электрическом поле.  На рис.11 приведена геометрия модели 

3D проводящего тела в форме прямоугольного параллелепипеда, вытянутого 

в направлении оси Y. Однородное внешнее электрическое поле имеет одну 

составляющую o
yE .  
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Параметры расчетов модели: o
yE  = 1 (В/м), σо = 10

-3
 (См/м), σV = 10

-2
 

(См/м), размеры 3D тела по осям составляют 50х100х50 (м). 

 

Рис. 11. Геометрия модели 3D проводящего тела, вытянутого в направлении  

однородного внешнего переменного электрического поля o
yE  

 

Рис. 12. План векторов Re компонентов аномального электрического поля в 

плоскости XOY, вдоль направления внешнего электрического поля o
yE  

На рис.12 приведен план векторов Re компонентов аномального элек-
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трического поля в плоскости XOY, вдоль направления поля, показывающий 

распределение поля, возникающего внутри и вне однородного тела. Как вид-

но из рис.12, распределение аномального поля эквивалентно электрическому 

полю вторичного электрического диполя, возникающего в центре 3D тела с 

моментом, ориентированным вдоль внешнего поля.  

На рис. 13 приведен план векторов Re компонентов аномального маг-

нитного поля в плоскости XOZ, поперек направления внешнего электриче-

ского поля o
yE , показывающий распределение поля, возникающего внутри и 

вне однородного тела. 

 

Рис. 13. План векторов Re компонентов аномального магнитного поля в 

плоскости XOZ, поперечной направлению электрического поля  o
yE  

Аналогия с полем вторичного электрического диполя наблюдается и в 

распределении магнитного поля. Оно соответствует направлению магнитного 

поля вторичного электрического диполя,  возникающего в центре 3D тела с 

моментом, ориентированным вдоль направления внешнего поля. Распределе-

ние векторов Im компонентов как электрического, так и магнитного поля 

имеют обратный знак и вектора имеют направление, встречное падающему. 
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Рис. 14. Частотные характеристики аномальной Ey составляющей (мВ/м) для 

точки, находящейся вне 3D тела в однородном электрическом поле o
yE  

На рис. 14 приведены частотные характеристики Ey составляющей ано-

мального электрического поля (мВ/м) модели для точки, находящейся вне 3D 

тела (x = 50 м, y = 100 м, z = 0 м), в диапазоне частот f  = 10
2
 ÷ 10

5
 (Гц). Вид 

приведенной частотной характеристики Ey составляющей поля характерен 

для частотной характеристики электрического поля электрического диполя. 

Частотные характеристики составляющих аномального магнитного поля ана-

логичны приведенной на рис. 14 частотной характеристике Ey составляющей 

электрического поля. В предельном случае постоянного тока, составляющие 

аномального электромагнитного поля, определяемые в результате решения 

шестикомпонентной системы уравнений (10) и трехкомпонентной системы 

(1), тождественно равны. 

Модель 2. Рассмотрим расчет переменного электромагнитного поля, ко-

гда 3D проводящее тело находится в непроводящей среде. В этом частном 

случае отсутствует электрическая поляризация 3D тела токами проводимо-

сти, и для решения задачи используется система уравнений (4.21).  
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Рис. 15. Геометрия модели 3D проводящего тела, находящегося в однород-

ном внешнем переменном магнитном поле o
yH  

 

 

Рис. 16. План распределения векторов Re компонентов аномального магнит-

ного поля в плоскости XOY, вдоль внешнего магнитного поля o
yH  

На рис. 15 приведена геометрия 3D модели однородного тела, находя-

щегося в однородном переменном магнитном поле с амплитудой напряжен-

ности o
yH  = 1 А/м. Параметры расчетов: электропроводности среды σо = 0 

См/м, однородного тела σV = 1 См/м, частота  f = 10
4 

Гц, размеры 3D тела по 

осям составляют 55 ⅹ 5 ⅹ 55 м.  



89 
 

На рис. 16 приведен план распределения векторов Re компонентов ано-

мального магнитного поля в плоскости XOY, вдоль направления внешнего 

магнитного поля o
yH .  

Из плана распределения аномального магнитного поля видно, что в со-

ответствии с законом взаимоиндукции, вблизи проводящего 3D тела оно на-

правлено против первичного поля o
yH  и эквивалентно аномальному магнит-

ному полю вторичного магнитного диполя, возникающего в центре 3D тела и 

ориентированного против направления внешнего магнитного поля.  

План распределения Im компонентов аномального магнитного поля вы-

глядит аналогично плану для Re компонентов, поскольку знаки Re и Im ком-

понентов совпадают. 

 

Рис. 17. Графики частотных характеристик Re и Im компонентов Hу состав-

ляющей напряженности аномального магнитного поля для точки, находя-

щейся вне 3D тела вблизи центра 

На рис. 17 приведены графики частотных характеристик Re и Im компо-

нентов напряженности аномального магнитного поля (А/м) для точки, нахо-

дящейся вне проводящего 3D тела вблизи его центра с координатами y = z = 
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0 (м), x = 20 (м). Вид частотных кривых для точек наблюдений, удаленных от 

3D тела, подобен приведенному выше. 

Рассмотрим вид распределения и закономерности изменения электро-

магнитного поля внутри проводящего тела.  

На рис. 18 приведены графики частотных характеристик Re и Im компо-

нентов напряженности аномального магнитного поля (А/м) для точки, нахо-

дящейся внутри проводящего 3D тела вблизи его кромки с координатами  

y = z = 0 (м), x = -50 (м). 

 

Рис. 18. Частотные характеристики Re и Im компонентов Hу составляющей 

аномального магнитного поля для точки, находящейся внутри 3D тела 

Из графиков рис. 18 видно, что с повышением частоты величина маг-

нитного поля увеличивается по абсолютной величине до значения, равного 

величине внешнего поля, но при этом имеет встречное направление. 

На рис. 19 приведен план Re компоненты yH - составляющей магнитно-

го поля внутри проводящего 3D тела для плоскости XOZ, поперечной внеш-

нему магнитному полю, для частоты f = 10
4
 Гц. Как видно из рис. 19, величи-

на магнитного поля увеличивается при удалении от центра тела к его внеш-
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ней границе. С увеличением частоты поля магнитное поле в центре убывает к 

нулю, при этом значения поля вблизи внешней границы уменьшаются в 

меньшей степени. 

 

Рис. 19. План изолиний Re компоненты yH - составляющей магнитного поля в 

плоскости XOZ, поперечной внешнему магнитному полю  o
yH  

На рис. 20 приведен план векторов Re компонентов внутреннего элек-

трического поля для плоскости XOZ, поперечной внешнему магнитному по-

лю o
yH . Поскольку вмещающая среда является непроводящей, возникающее 

внутри проводящего тела электрическое поле обусловлено только изменени-

ем индукции магнитного поля. Силовые линии электрического поля образу-

ют в плоскости, поперечной внешнему магнитному полю o
yH , замкнутые на 

себя линии.  
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Рис. 20. План векторов Re компонентов электрического поля в плоскости 

XOZ, поперечной внешнему магнитному полю  o
yH  

Из приведенного плана видно, что в плоскости XOZ внутри проводяще-

го 3D объема индукционные токи направлены в соответствии с правилом 

Ленца: создаваемое ими по закону Био–Савара магнитное поле препятствует 

изменению внешнего магнитного поля.  

На рис. 21 приведены графики частотных характеристик Re и Im ком-

понентов Еу (мВ/м) для точки, находящейся внутри проводящего 3D тела 

вблизи его кромки с координатами y = z = 0 м, x = -50 м. На рис. 22 приведен 

план изолиний Re компонентов электрического поля (мВ/м) внутри прово-

дящего 3D тела в плоскости XOZ, поперечной вектору нормального поля o
yH

Как видно из рис.22, величина индукционного электрического поля увеличи-

вается по мере удаления от центра тела к периферии. 

Рис. 19, 22 наглядно показывают скин - эффект внутри проводника, за-

ключающийся в «выдавливании» электромагнитного поля к внешней грани-

це. 
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Рис. 21. Графики частотных характеристик Re и Im компонентов Еу - состав-

ляющей напряженности  электрического поля 

 

Рис. 22. План изолиний Re компонентов электрического поля (мВ/м) внутри 

проводящего 3D тела в плоскости XOZ, поперечной вектору o
yH  
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Модель 3. Рассмотрим расчет переменного электромагнитного поля для 

3D проводящего однородного тела в форме куба, находящегося в непрово-

дящей среде в однородном низкочастотном внешнем магнитном поле. Этот 

случай позволяет провести численное сравнение результатов математическо-

го моделирования с аналитическим решением задачи о рассеянии однородно-

го гармонического поля на проводящей сфере. Формулы для аналитического 

расчета магнитного поля сферы приведены в работах [Дивильковский, 1939; 

March, 1953; Светов, 1973] и имеют вид: 
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На рис.23 приведена геометрия 3D модели проводящего тела в виде ку-

ба, находящегося в однородном переменном магнитном поле o
zH . 

 

Рис. 23. Геометрия модели 3D проводящего тела в виде куба, находящегося в 

однородном переменном магнитном поле o
zH . Штриховая линия - профиль 

наблюдений у = 0. 

 

Параметры расчетов: величина напряженности нормального магнитного 

поля o
zH  = 1 (А/м), электропроводность среды  о = 0 (См/м), электропровод-
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ность однородного тела  V = 1 (См/м), f = 10
4 

(Гц), ребро куба d = 50 (м), рас-

стояние от центра тела до линии наблюдений 250 (м). 

На рис. 24 и рис. 25 приведены графики Re и Im составляющих напря-

женности магнитного поля xH  и zH  по профилю наблюдений. Цифрами на 

кривых обозначено число разбиений каждой стороны куба на элементарные 

объемы.  Составляющие магнитного поля от проводящей сферы, обозначены 

буквой S. Объем сферы радиуса a принят равным объему куба  

SD VadV  34 33
3 / . 

Как видно из приведенных графиков  на рис. 24, кривые Re компонентов 

поля для сферы и куба практически сливаются. Для Im компонентов поля 

рис. 25 достаточно хорошее приближение поля куба и сферы равных объемов 

достигается при разбиении проводящего куба уже на 5
3
 = 125 элементов. 

 

Рис. 24. Графики Re xH , Re zH  проводящих сферы и куба по линии Х в од-

нородном магнитном поле. 

При разбиении проводящего куба на 125 элементов достигается доста-
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точно хорошее совпадение величин и характера поведения напряженности 

магнитного поля куба (индекс V) и сферы (индекс S). Для наилучшего совпа-

дения величин поля проводимость угловых элементов куба приравнена к 0. 

 

Рис. 25. Графики Im xH , Im zH  проводящих сферы (индекс S) и куба по ли-

нии Х. Шифр кривых – число разбиений ребра куба 

 

Рис. 26. Графики характеристик Re (сплошные) и Im (штриховые) zH  на по-

лярной оси Z проводящих сферы (S) и куба (V) от параметра 2

0
P a  .  

На рис. 26 приведены частотные характеристики Re и Im компонентов 
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Hz – составляющей напряженности аномального магнитного поля (А/м) для 

точки, находящейся на полярной оси z = 250 м вне проводящих 3D тела и 

сферы равных объемов. Ось абсцисс – волновой параметр сферы 2

0
P a  .  

Модель 4. Рассмотрим пример расчета поля для 3D проводящего одно-

родного тела, находящегося в проводящей среде в неоднородном перемен-

ном электромагнитном поле магнитного диполя при различной ориентации 

тела по отношению к направлению внешнего поля.  

На рис. 27 приведена геометрия 3D модели проводящего тела в виде 

тонкой пластины с различным соотношением длин сторон  a > h, находяще-

гося в переменном скрещенном поле при различной ориентации составляю-

щих напряженностей электромагнитного поля по отношению к сторонам 

проводящего тела.  

 

Рис. 27. Геометрия моделей 3D проводящего тела в виде тонкой пластины с 

длинами сторон a>h, находящегося в переменном скрещенном электромаг-

нитном поле магнитного диполя 
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Такое направление внешнего электромагнитного поля характерно для 

поля вертикального магнитного диполя или незаземленного контура с мо-

ментом, направленным по оси Z, либо для плоской электромагнитной волны. 

Параметры расчетов модели: zM  = 10
3
 А*м

2
,  о = 10

-3
 См/м,  V  = 0.1 

См/м, f  = 10
4  

Гц, размеры тела  а = 100 м, h = 10 м, расстояние от центра тела 

до линии наблюдений по оси Z = 300 м, расстояние от диполя до центра тела 

по оси X=200 м. Из анализа предыдущих расчетов следует, что в первом слу-

чае аномальное электромагнитное поле нужно ожидать максимальным, по-

скольку присутствуют и электрическое и магнитное возбуждение - электри-

ческое поле направлено вдоль длинной оси проводника, а магнитное - попе-

рек максимальной плоскости тела. Во втором случае магнитное возбуждение 

будет значительно меньше, чем в первом, поскольку оно направлено вдоль 

максимальной плоскости пластины, а электрическое – аналогично первому 

случаю. В третьем случае – оба типа возбуждения малы и аномальное поле 

по сравнению с предыдущими случаями следует ожидать минимальным. 

Эти выводы подтверждают результаты расчетов, приведенные на рис. 28 

и рис.29. На них приведены графики Re Bz (рис. 28) и Im Bz (рис. 29) состав-

ляющих аномального магнитного поля проводящей пластины при различном 

пространственном положении ее граней относительно внешнего поля (шифр 

кривых). 

Для оценки влияния индукционной части поля на рисунках приведены 

результаты расчетов поля по шестикомпонентному уравнению (10) (шифр 

кривых - D6) и расчеты поля по трехкомпонентному уравнению (1) (шифр 

кривых - D3). Вид профильных кривых составляющей аномального магнит-

ного поля показывает, что на данной частоте поле определяется как электри-

ческим, так и магнитным возбуждением проводящего тела. При этом величи-

на аномалии очень существенно зависит от взаимного направления внешнего 

поля и положения тела.  



99 
 

 

Рис. 28. Графики ReBz составляющей аномального магнитного поля прово-

дящей пластины. Сплошные линии – расчет по шестикомпонентному урав-

нению (1), штриховые – расчет по трехкомпонентной системе уравнений. 

Частота f = 10 кГц. Шифр кривых соответствует модели рис. 27. 

 

Рис. 29. Графики ImBz составляющей аномального магнитного поля прово-

дящей пластины. Сплошные линии – расчет по шестикомпонентному урав-

нению (1), штриховые – расчет по трехкомпонентной системе уравнений. 

Частота f = 10 кГц. Шифр кривых соответствует модели рис.27 
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Для оценки влияния частоты проведены расчеты спектральной зависи-

мости аномального поля в диапазоне частот от 10
3
 до 10

5
 Гц при тех же па-

раметрах расчетов в точке наблюдений над центром тела Х=400 м,  Z=300 м. 

Расчеты показывают, что вид частотной зависимости Bx составляющей для 

данной геометрии положения источника, проводящего тела и линии наблю-

дений, определяется в основном электрическим возбуждением проводящего 

тела. В то же время поведение Bz составляющей поля определяются не толь-

ко электрическим, но и магнитным возбуждением проводящего объекта.  

На рис. 30 – 31 приведены частотные зависимости Bz составляющей 

магнитного поля при различном положении тела относительно направления 

внешнего поля.  

 

Рис. 30. Графики частотной зависимости ReBz составляющей аномального 

магнитного поля проводящей пластины. Точка наблюдений находится над 

центром тела на высоте z = 300 м. Шифр кривых 1,2,3 соответствует модели 

рис.27. D6 – расчет по шестикомпонентному уравнению (1), D3 – расчет по 

трехкомпонентному уравнению для напряженности электрического поля. 

Для оценки влияния индукционной части поля на рисунках приведены 

результаты расчетов поля по шестикомпонентному уравнению (10) (шифр 

кривых - D6) и по трехкомпонентному уравнению (4.3) (шифр кривых - D3). 
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Из приведенных расчетов следует, что с повышением частоты поля до ~10
4
 

Гц величина ReBz (кривые D6 рис.34) растет по модулю пропорционально 

частоте для всех моделей 1-3 положения проводящего тела. 

Достигнув экстремума для моделей 2 и 3, компонента ReBz  уменьшается 

(по модулю) и с дальнейшим повышением частоты начинает осциллировать. 

Для модели 1 экстремум достигается при гораздо большей частоте.  

Столь же сложной является частотная зависимость поведения компонен-

ты ImBz, приведенная на рис.31. 

 

Рис. 31. Графики частотной зависимости ImBz составляющей аномального 

магнитного поля проводящей пластины. Шифр кривых 1,2,3 соответствует 

модели рис.27. D6 – расчет по шестикомпонентному уравнению (1), D3 – 

расчет по трехкомпонентному уравнению для напряженности электрического 

поля. 

Как видно из приведенных рисунков 28 - 31 наблюдаются отличия пове-

дения поля при расчетах с 6-ти компонентной системой уравнений (D6) и 3-х 

компонентной системой (D3), как для Re, так и для Im компоненты.  

Эти отличия объясняются тем, что вклад в суммарную аномалию дает не 

только магнитное поле токов проводимости, но и магнитное поле индукци-

онных токов. Отметим так же, что вклад в аномальное магнитное поле может 
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быть определен раздельно от токов проводимости и токов индукции, описы-

ваемых аномальными слагаемыми в уравнении (4.18). 

В то же время формирование внутреннего электромагнитного поля есть 

совместное воздействие переменного и электрического и магнитного полей 

на проводящий объект, величина которого определяется решением системы 

интегральных уравнений. 

На рис. 32 приведена зависимость Bz составляющей магнитного поля 

при различной относительной проводимости трехмерного тела для модели 1 

(рис. 31) тела. Шифр кривых на рисунках – частота тока в кГц. 

 

Рис. 32. Графики зависимости Bz -составляющей аномального магнитного 

поля Re (сплошные) и Im (штриховые) компонентов от относительной прово-

димости o /v  проводящей пластины для модели 1 (рис. 27). Шифр кри-

вых – частота тока в кГц. 

Из расчетов, приведенных на рис. 32 следует, что с повышением относи-

тельной электропроводности 3D тела величина Bz составляющей магнитного 

поля достигает экстремального значения при соотношении электропроводно-

стей ~ 1000. Дальнейшее увеличение относительной электропроводности те-

ла не приводит к какому-либо увеличению аномалии. Это связано с тем, что 
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на данной частоте достигнуто максимальное электрическое и магнитное воз-

буждение 3D тела и электромагнитное поле полностью сконцентрировано на 

поверхности проводящего тела в скин-слое. 

Рассмотренные выше примеры расчетов переменного электромагнитно-

го поля при различных типах возбуждения проводящих 3D тел показывают 

основные физические закономерности перераспределения внешнего электри-

ческого и магнитного поля источника при раздельном и совместном возбуж-

дении проводящих 3D тел электрическим и переменным магнитным полем. 

 

6.2 Сопоставление результатов численного и физического  

моделирования. 

Модель 1. Рассмотрим расчет переменного магнитного поля для 3D про-

водящего однородного тела в форме куба, находящегося в непроводящей 

среде в однородном низкочастотном внешнем магнитном поле магнитного 

диполя. Этот случай позволяет провести численное сравнение с результатами 

физического моделирования, выполненного применительно к индуктивной 

электроразведке методом индуктивного профилирования над проводящим 

шаром [Молочнов, Балобаев,1958]. Обобщения экспериментальных работ 

приведено в работе [Вешев, 1971].  

В качестве модельного объекта использовался чугунный шар диаметром 

d = 0.16 м. В качестве установки использовалась экваториальная система из 

приемной и генераторной катушек малого диаметра с одинаковыми направ-

лениями осей (установка ZZ), разносимых на расстояние r = 0.4 м (разнос) с 

моментом диполя Mz = 10
3 

А·м
2
. Расположение катушек – продольное (вдоль 

линии профиля над центром шара) и поперечное (середина установки прохо-

дит над центром шара). Физическое моделирование выполнялось с проведе-

нием модульных измерений амплитуд 
z

H магнитного поля с частотой тока f  

= 15 МГц. Ниже приведены графики ReBza по оси X над шаром при продоль-

ном (рис.33) и поперечном (рис.34) расположении установки.  
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Рис. 33. Графики Re zaB (нТл) по оси X над шаром продольной установки  

(шифр кривых - глубина центра шара: 1 – 11.3 м; 2 – 13 м) 

 

 

Рис. 34. Графики Re zaB (нТл) по оси X над шаром поперечной установки  

(шифр кривых - глубина центра шара: 1 – 11.3 м; 2 – 13 м) 
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Для проведения математического моделирования создано специализиро-

ванное программное обеспечение, реализующее систему интегральных соот-

ношений для напряженности магнитного поля  (4.21), описывающее возбуж-

дение проводящего 3D тела переменным магнитным полем, находящимся в 

непроводящей вмещающей среде [Ратушняк, 2023]. 

Высокая частота тока в магнитном диполе в соответствии с частотной 

характеристикой рис.26 обуславливает перераспределение аномалии из квад-

ратуры Im в Re. Локальный проводник при продольном расположении уста-

новки отмечается двумя экстремумами равной величины с расстоянием меж-

ду аномалиями, близким к величине разноса. При поперечном расположении 

установки проводящее тело отмечается максимумом, при положении маг-

нитного диполя над центром тела. В обоих случаях расположения установки, 

погружение проводящего тела приводит к уменьшению аномалии магнитно-

го поля, что подтверждается расчетами. 

Аналогичные модельные измерения над проводящим шаром приведены 

в работе  [Захаров, 1967]. В качестве модельного объекта использовался 

алюминиевый шар диаметром d = 0.05 м с удельной электропроводностью, 

равной   = 0, 35·10
8
 См/м, моделирующий проводящее рудное тело. В каче-

стве установки использовалась экваториальная система из приемной и гене-

раторной катушек малого диаметра с одинаковыми направлениями осей (ус-

тановка ZZ), разносимых на различное расстояние (разнос r) с продольным 

направлением установки относительно профиля над центром шара вдоль оси 

Х. Физическое моделирование выполнялось с проведением фазочувствитель-

ных измерений фаз φz и амплитуд 
z

H магнитного поля с частотой тока в маг-

нитном диполе f = 500 Гц.  

На рис.35 и 36 приведены графики рассчитанных амплитуд 
z

H  и фаз φz , 

приведенных к величине первичного поля установки 
0

z
H = -1/(4πr

3
), для соот-

ветствующей математической модели масштаба 100:1 над центром проводя-

щего куба с ребром h = d, на разносах r = 5, 10, 15 м.  
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Рис. 35. Графики отношения амплитуд 0
z zH / H , рассчитанных по оси X на 

расстоянии z = 4 м над центром шара на разносах r = 5, 10, 15 м (шифр кри-

вых) 

 

 

Рис. 36. Графики фаз φz, рассчитанных по оси X на расстоянии z = 4 м над 

центром шара на разносах r = 5, 10, 15 м (шифр кривых) 
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Подобие математической и физической моделей обеспечивается равен-

ством величин волновых параметров моделей 
2 2

0 0ф ф м м
P d h P       

за счет изменения электропроводности математической модели 
м

 . 

Отмечая качественное соответствие рассчитанных и экспериментальных 

результатов, приведенных в [Захаров, 1967, стр.64], отметим, что величина 

рассчитанного модуля поля превышает величину модуля первичного поля 

источника 0 a
z z zH Re H Im H  > 0

zH , поскольку аномалия магнитного поля 

содержится в основном в квадратуре 
а
zIm H . Соответственно, приведенное 

поле составляет величину по модулю превышающую единицу. Для соответ-

ствия величин фазовых углов необходимо более точное определение величи-

ны удельной электропроводности шара, которое приведено, очевидно, по 

справочной литературе. В приведенных расчетах принято  = 5·10
-3

 См/м, 

что соответствует волновому параметру 3D объема P = 5∙10
-4

.   

Модель 2.  Модельные измерения с проводящим 3D-телом выполнены 

авторами работы [Лебедкин, 1990] применительно к электроразведке мето-

дом дипольного электромагнитного профилирования скважин (ДЭМПС).  

В качестве проводящего объекта использовался прямоугольный парал-

лелепипед из тонкого дюралюминиевого листа толщиной 2.7 мм, модели-

рующий тонкий проводящий пласт с размерами по простиранию, существен-

но превосходящими мощность и размер установки. В качестве установки ис-

пользовалась система из трех ортогональных приемных и одной генератор-

ной катушек малого диаметра, разносимых на различное расстояние L (раз-

нос). Ось датчика zH - составляющей магнитного поля совпадает с направле-

нием момента генераторной катушки Mz, соответствующей магнитному ди-

полю. Физическое моделирование выполнялось с проведением модульных 

измерений амплитуд 
z

H магнитного поля с частотой тока в магнитном диполе  

f  = 1125 Гц. 

На рис. 37 приведены графики вдоль оси Z рассчитанных мнимых квад-
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ратур yH  и zH , приведенных к величине первичного поля установки 
0
zH = 

1/(2πr
3
) для разноса L = 12 м, для математической модели, соответствующей 

физической в масштабе 60 : 1. 

 

Рис. 37. Графики отношений осевой 
0

z zIm H / H  (слева) и поперечной 
0

x zIm H / H  (справа) составляющих магнитного поля по оси Z, пересекающей 

проводящее 3D тело на различном расстоянии y (м) от вертикальной границы 

(шифр кривых) 

При различных положениях линии наблюдений, направленной  по оси z 

и пересекающих проводник на небольшом расстоянии y до вертикальной 

границы тела,  верхняя и нижняя границы проводящего 3D объекта отмеча-

ются однополярными аномалиями осевой составляющей поля zIm H  на гра-

ницах тела и знакопеременными аномалиями поперечной составляющей 

xIm H . Однополярные аномалии вертикальной составляющей магнитного 

поля zIm H напротив границ тела объясняются концентрацией индукционных 

токов вблизи внешней границы тела. Знакопеременные аномалии горизон-

тальной составляющей xIm H  обусловлены скачком (разрывом) магнитного 
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поля, пересекающим поверхность с токами.  

Величины аномалий уменьшаются по мере приближения линии наблю-

дений к центру проводящего объекта (y → ys) и в предельном случае положе-

ния в центре объекта равняются нулю ввиду симметрии модели. Аномалии 

вертикальной составляющей магнитного поля, измеренные внутри модельно-

го объекта, имеют вид постоянных значений [Лебедкин, 1990, рис.3.35], что 

связано с погрешностями физического моделирования. При этом аномалии 

горизонтальной составляющей магнитного поля снаружи проводящего мо-

дельного объекта являются знакопеременными, что соответствует теоретиче-

ским расчетам. 

Сопоставление материалов физического моделирования и расчетов пе-

ременного магнитного поля при магнитном типе возбуждения локального 

проводящего тела магнитным диполем показывают их качественное соответ-

ствие. 

Рассмотренные выше примеры изучения переменного электромагнитно-

го поля при различных типах возбуждения проводящих 3D тел показывают 

основные физические закономерности перераспределения внешнего электри-

ческого или магнитного поля при раздельном возбуждении проводящих тел. 

Однако в проводящих средах присутствует возбуждение 3D тел как электри-

ческим, так и переменным магнитным полем. 

Заключение 

- проведенное сравнение расчетов и результатов физического моделирования 

для аналогичных физико-геометрических условий и параметров источников, 

а также проводящего 3D-тела при магнитном типе возбуждения показало хо-

рошее качественное и количественное соответствие величин и пространст-

венно-частотных характеристик составляющих магнитного поля; 

- сопоставление результатов является тестом правильности алгоритма расче-

тов гармонического электромагнитного поля стороннего источника на про-

водящем 3D-объекте; 

- для гармонического режима изменения электромагнитного поля описание 
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возбуждения проводящего 3D-тела электрическим и переменным магнитным 

полем позволяет адекватно описать парный и перекрестный эффекты физи-

ческих полей; 

- выполненное сравнение указывает на необходимость учета индуктивного 

слагаемого, обусловленного изменением магнитного поля по закону Фарадея, 

при проведении математического моделирования рассеяния гармонического 

электромагнитного поля на проводящих 3D-объектах. 
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Г л а в а  7.  

 

 

ИНДУКТИВНАЯ ЭЛЕКТРОРАЗВЕДКА ПРИ ИЗУЧЕНИИ  

НЕОДНОРОДНЫХ ПРОВОДЯЩИХ СРЕД 

 

_________________________________________________________________________ 

 

7.1 Электромагнитные поля индуктивных источников для полупро-

странства  

К источникам индуктивного типа следует относить плоскую электро-

магнитную волну магнитосферной и ионосферной природы, распространяю-

щуюся по направлению, близкому к нормали к границе раздела двух сред с 

различными удельными электропроводностями «земля-воздух», магнитный 

диполь и замкнутый контур (квадратный или реже круговой), питаемый гар-

моническим током.  

Плоская электромагнитная волна 

Поле плоской волны является объектом изучения в методе магнитотел-

лурического зондирования, применяемом при исследованиях геоэлектриче-

ского строения неоднородного проводящего полупространства [Бердичев-

ский, 2009; Жданов, 2012; Спичак, 1999]. По причине нестабильности вели-

чины электромагнитного поля во времени для практических целей интерпре-

тации материалов исследований используют относительную характеристику 

поля, называемую тензором импеданса, главной диагональю которого явля-

ются соотношения 

xy

ExZ
H y

; 
yx

Ey
Z

Hx

. 

МТ-поле состоит из двух независимых частей, называемых модами: первая 

мода ТЕ содержит компоненты 
x

E  и 
y

H , а вторая - ТН компоненты Ey  и H x . 
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В простейшем случае однородного полупространства импеданс на границе 

сред  z = 0 равен 
0

/ /Z j k k , где 
0

k j  - волновое число про-

водящего полупространства.  

Используя это соотношение, для выбранной моды (например, ТЕ) при 

заданных значениях ω и ϭ, соотношения между величинами 
x

E  и 
y

H  опреде-

ляются как  E Z Hx y  или 
ExH y Z

. Отличия в использовании данных 

формул заключаются в выборе компоненты, относительно которой опреде-

ляются сдвиги фаз в другой компоненте поля. Для расчета поля на необходи-

мой глубине z следует использовать зависимость затухания гармонического 

электромагнитного поля при его распространении в проводящей среде 

expE z E kzx x  и expH z H kzy y  для ТЕ моды и 

expE z E kzy y  и expH z H kzx x  для ТH моды. 

Магнитный диполь 

Если магнитный диполь с моментом *
zM JS , направленным по оси z, 

ортогональной границе двух полупространств при z = 0 с различными удель-

ными электрическими сопротивлениями, погружен на глубину h ≤ 0 в среду с 

удельной электропроводностью σ1, то вектор-потенциал в каждой из сред 

имеет одну составляющую вида [Бурсиан, 1972; Вешев, 1980; Гасаненко, 

1959] 

0 1

*
*
0 0 0

1 00

2λ
e (λ ) λ

4π

hm z mz
z

M
A j J r d

m m



 

 
 ,      z ≥ 0,   (7.1) 

1
1

*
( )* 1 0

1 0 0
1 00

e
e (λ ) λ

4π

k R
m z hz

z

m mM
A j J r d

R m m





 
   

  
 , z ≤ 0,   (7.2) 

где  
2 2λi im k  . 

Составляющие напряженностей поля определяются по формулам связи 
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*

0

1
rot rot

j
H A , 

*rotE A . 

Частные случаи этой задачи (σ0 = 0 или σ1 = 0) позволяют рассматривать 

электромагнитное поле в любой из сред, создаваемое магнитным диполем, 

находящимся в непроводящей среде (например, в воздухе - моделируя воз-

душный дипольный источник поля), а так же помещенный на границу двух 

полупространств или погруженный в проводящую среду. 

Представление поля в виде вектор-потенциалов для двух сред позволяет 

рассчитывать поле с различными положениями источников и точек наблюде-

ний. Например, для воздушных измерений методом электромагнитного про-

филирования с буксируемым в воздухе источником в виде магнитного дипо-

ля следует использовать формулу z ≥ 0 при удельной электропроводности 

среды 
1
= 0. Если диполь и точки наблюдений находятся на границе сред 

или погружены в нижнее полупространство h ≤ 0, z ≤ 0, то для расчета элек-

трического и магнитного поля можно использовать любое из выражений. В 

последнем случае составляющие поля выражаются через элементарные и 

специальные функции с помощью интегралов Зоммерфельда и Фостера [Бур-

сиан, 1972; Заборовский, 1960]. 

Для малоглубинных индукционных исследований проводящих свойств 

полупространства при инженерных или археологических изысканиях приме-

няется установка с горизонтальным магнитным диполем и измерениями 

электромагнитного поля в осевом и экваториальном направлении положения 

точки измерений относительно направления момента диполя.  

Замкнутый контур с гармоническим током 

Величины электрического и магнитного поля индуктивных источников в 

виде магнитного диполя или кольцевого контура определяются с помощью 

вектор–потенциала электрического типа путем интегрирования по замкнутой 

линейной системе токов источника [Смайт, 1954] 
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( )
4

kRI e
d d

R
A r A l , 

где 
o

k j  - волновое число среды. 

Для замкнутого контура малого радиуса в виде комбинации линейных 

отрезков dl с током I, вектор-потенциал A имеет лишь одну составляющую, 

совпадающую с направлением тока в элементарном отрезке. Для рассматри-

ваемого квазистационарного случая следует учитывать изменение фазы поля 

только на расстоянии от точки наблюдений до центра витка ввиду его мало-

сти. Выполняя интегрирование в системе координат с началом в центре витка 

для случая малого радиуса получим [Смайт, 1954; Никольский, 1989] 

1
( )

4

kR
*
z

IS e
A rot A

R
r .   

Отсюда следует, что вектор-потенциал для магнитного диполя (контура ма-

лого радиуса) можно выразить через еще более простой вектор  

*
rot

j
AA

0

1


 . 

Из формулы связи напряженности электрического поля с вектор-

потенциалом электрического типа А имеем [Бурсиан, 1972; Заборовский, 

1960, Краев, 1965] 

1
o

grad  div jE A A  

откуда получим для источника в виде замкнутого контура или магнитного 

диполя 

4

kR

o o

Ie d
j j

R

l
E A ,  

поскольку индуктивный источник не имеет гальванической связи со средой и 

не создает токов проводимости, т.е. не имеет потенциальной части и 

0grad  div A . Для напряженности магнитного поля формула связи имеет 

вид rotH A . 
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Зависимость от электропроводности окружающего пространства элек-

трического и магнитного полей, возбуждаемых индуктивным способом (маг-

нитный диполь или ток в замкнутом контуре), имеет существенное отличие 

от полей, возбуждаемых кондуктивным способом (заземленная линия или 

электрический диполь).  

Для электрического поля эта особенность выражается в том, что в квази-

статическом случае оно полностью не зависит от проводящих свойств вме-

щающей среды, а определяется только расстоянием и частотой тока в источ-

нике и описывается чисто мнимой квадратурой Im, сдвинутой по фазе отно-

сительно тока в источнике на угол - π/2. В квазистационарном случае зави-

симость поля от электропроводности среды проявляется в том, что с ростом 

частоты тока появляется вещественная часть поля Re, совпадающая по фазе с 

током источника.  

Аналогичная зависимость поля наблюдается для источника в виде коль-

цевого контура радиуса rk , поскольку магнитный диполь является предель-

ным случаем контура малого радиуса [Косенков, 1963; Светов, 1973] 

* *

0 0

; ( ) ( )
4 2

k

kR mz
k

z o o o k o

r

IrIS e e
E rot A  j j J r J r d

R m

nn
A  

где использован интеграл Зоммерфельда и предел   

0
( )

2k

k
o k r

r
J r ; 2 2 2m k ; 

J0 – функция Бесселя; 2
k

S r  – площадь витка малого радиуса. 

Магнитное поле в экваториальной плоскости магнитного диполя или вне 

замкнутого витка в стационарном случае в соответствии с законом Био-

Савара не зависит от электропроводности среды и является чисто веществен-

ной квадратурой Re, совпадающей по фазе с током источника, и имеет одну 

составляющую, направленную по нормали к плоскости диполя или контура. 

С ростом частоты тока в источнике зависимость поля от электропроводности 
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среды проявляется в том, что появляется мнимая квадратура Im, сдвинутая по 

фазе относительно тока в источнике на угол - π/2. Электрическое ReE  и 

магнитное z
ImB  поля магнитного диполя имеют зависимость от проводящих 

свойств вмещающей среды одного порядка. 

При индукционных зондированиях проводящего полупространства 

электромагнитное поле, создаваемое гармоническим током в незаземленном 

контуре, является суперпозицией полей токов прямолинейных отрезков, рас-

положенных на границе сред. В свою очередь, поле тока каждой незаземлен-

ной стороны определяется интегрированием по длине от элементарного элек-

трического диполя, момент которого направлен вдоль тока. Направляя гори-

зонтальные оси поворотом и переносом системы координат последовательно 

вдоль каждой стороны контура, электромагнитное поле будет определяться с 

помощью суперпозиции поля одного электрического диполя, ориентирован-

ного вдоль одной из сторон контура [Вешев, 1967].  

Поместим электрический диполь с моментом, направленным по оси Х, 

под  границу раздела сред в проводящую среду на глубину 0 > h → 0. Опре-

деление величин поля для точек, расположенных в верхнем или нижнем по-

лупространстве, выполняется с помощью вектор-потенциала электрического 

типа А для частного случая, когда верхнее полупространство является изоля-

тором (воздух).  

Из ранее опубликованных работ [Бурсиан, 1972; Заборовский, 1960, 

Краев, 1965] известно, что электрический вектор-потенциал горизонтального 

заземленного электрического диполя, ориентированного по оси Х вдоль кон-

такта двух полупространств, имеет две составляющие – вдоль момента дипо-

ля xA  и по нормали к границе сред zA . При этом суперпозиция полей от 

элементарных электрических диполей по каждой из сторон незаземленного 

замкнутого контура имеет несколько особенностей.  

Первая состоит в том, что электрический диполь в виде антенного излу-

чателя (диполь с незаземлёнными концами – в отличие от геофизической за-
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дачи с заземленным диполем) имеет отличную от нуля (в каждой из сред) 

только составляющую вектор  потенциала, направленную по току xA , по-

скольку составляющая zA  отражает влияние заземленных концов электриче-

ского диполя [Вешев, 1980]. 

Второй особенностью отличия напряженности электрического поля, 

создаваемого незаземленным диполем от поля заземленного диполя, является 

его чисто индукционный характер, поскольку в среде гальванические токи 

проводимости не возникают, что отмечалось выше.  

Для составляющей вектор-потенциала xA , направляемой вдоль элемен-

тарного диполя имеем для напряженностей электрического и магнитного по-

ля 

x o xE j А , y xH А
z

, z xH А
y

. 

Еще одной особенностью являются различные граничные условия для вектор 

– потенциала в случае незаземленного или заземленного электрического ди-

поля, ввиду отсутствия в электрическом поле потенциальной части, что от-

мечалось выше [Бурсиан, 1972; Вешев, 1980]. Для составляющей вектор-

потенциала xA  граничные условия имеют вид 

0 1x xА А  и 0 1x xА А
z z

. 

Используя известные выражения составляющей вектор-потенциала xA , по-

груженного на глубину h ≤ 0 горизонтального электрического диполя, с мо-

ментом вдоль оси Х, получим после преобразований для частного случая, ко-

гда верхнее полупространство является изолятором (воздух) и  m0 = λ, m1 = m  

[Заборовский, 1960, Краев, 1965] 

0 0

0

( )
2

mh z

x

Idl
A e J r d

m
,    z  0  (7.3) 
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m z h
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Idl e m
A e J r d

R m m
,  z  0  (7.4) 

где можно положить, что контур расположен на границе «земля-воздух» h=0. 

Для одной стороны контура для точек z  0 составляющие напряженностей 

электрического и магнитного поля путем поворота системы координат вдоль 

стороны контура определяется как 

0

'
xx

' '
x o xE j А d , 

'

' '

0

x
x

y x
H А d

z
, 

'

'

0
'

x
x

z x
H А d

y
. 

Поле тока в замкнутом контуре определяется суперпозицией составляющих с 

учетом последовательного поворота системы координат вдоль каждой сторо-

ны. 
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4

1

'
z z

i

H H . 

Расчетные формулы для электрического поля примут вид (z → 0) 

4

0

1 0 0

4

0

1 0 0

2

2

'
i

'
i

x

z
x o i

i

x

z
y o i

i

I
E j sin e J ( r )d d ;

m

I
E j cos e J ( r )d d .

m

   (7.5) 

Магнитное поле на границе сред и в нижнем полупространстве (z ≤ 0) 
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 Существенным отличием случая полупространства от безграничной 

среды магнитного поля переменного тока источника в экваториальной плос-

кости контура является наличие второй составляющей поля - y
H , которая 

обусловлена распределением индукционных токов, возникающих только в 

проводящем полупространстве. При этом величина составляющей y
H  прямо 

пропорциональна величине электропроводности среды. 

 Влияние формы замкнутого тока (круговая петля или квадрат) на элек-

тромагнитное поле не является существенным и влияет лишь на величины 

поля в точках наблюдений вблизи углов контура. 

Результаты расчетов поля 

На рис. 38 приведены планы изолиний модулей напряженности электри-

ческого поля |Е|, мкВ/м, (слева) и магнитной индукции |В|, пТл, (справа) в 

нижнем полупространстве, создаваемые током в незаземленной петле со раз-

мерами сторон 200 м на частотах f = 0.1; 1 и 5 кГц при удельном электриче-

ском сопротивлении полупространства ρо = 200 Ом·м. 

С повышением рабочей частоты тока источника до 1 кГц заметные из-

менения форм изолиний модулей |Е| и |В| происходят лишь в удаленных точ-

ках на большой глубине. Электрическое поле с увеличением частоты до 1 

кГц растет практически пропорционально частоте, а магнитное поле близко к 

полю постоянного тока. С увеличением частоты до 5 кГц поля существенно 

не изменяются и незначительно убывают по амплитуде в точках, удаленных 

от источника. 

Для определения зависимостей величин магнитного и электрического 

поля от частоты в широком диапазоне изменений проведены расчеты поля в 

фиксированных точках, погруженных на некоторую глубину Z при фиксиро-

ванной величине удельного электрического сопротивления полупространст-

ва. На рис. 39 приведены частотные кривые модулей напряженностей полей в 

нижнем полупространстве, создаваемые током в незаземленной петле со сто-

роной a = 200 м для удельного сопротивления ρо = 200 Ом·м. 
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Рис. 38. Планы изолиний модулей напряженности электрического поля |Е|, 

мкВ/м,  (слева) и магнитной индукции |В|, пТл, (справа)  в нижнем полупро-

странстве, создаваемые током в незаземленной петле на частотах  f = 0.1; 1 и 

5 кГц 

Поскольку появление вихревых индукционных токов в соответствии с 

законом Фарадея происходит пропорционально изменению магнитной ин-

дукции, частотные графики модуля магнитного поля (рис. 39) построены для 

модуля магнитной индукции |В| умноженного на частоту f . 
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Рис. 39. Частотные кривые модуля напряженности электрического поля |Е|, 

мкВ/м, (сплошные) и величины f·|В|, нТл/с, (штриховые) в точках Y=0 м, 

Х=700 м. Шифр кривых глубина Z (м), ρо=200 Ом·м. 

Как видно на частотных кривых модулей электромагнитного поля, при-

веденных на рис. 39, кривые как электрического, так и магнитного поля име-

ют экстремальное значение на некоторой частоте в зависимости от простран-

ственного положения точки наблюдений. При этом изменение величин  |Е| и 

f·|В| с ростом частоты происходит аналогично как в верхней, так и в нижней 

части разреза.  

Оптимальная частота при заданном удельном сопротивлении полупро-

странства, соответствующая экстремуму электрического поля, изменяется 

несущественно: с величины  f = 1,0 кГц для точки на глубине Z = -200 м до f 

= 0.5 кГц для  Z= -600 м.  

Изменение величины f·|В| с ростом частоты происходит аналогично из-

менению электрического поля |Е| для всех точек разреза. При этом опти-

мальная частота величины f·|В|, соответствующая экстремуму, изменяется от 

f = 2 кГц для глубины Z = -200 м до f  = 1 кГц для глубины Z = -600 м.  

Уменьшение удельного сопротивления вмещающей среды приводит к 
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кратному уменьшению оптимальной частоты как для модуля электрического 

поля |Е|, так и для величины f·|В|. 

Еще одной важной характеристикой электромагнитного поля источни-

ков индуктивного типа является зависимость величин амплитуд электриче-

ского и магнитного поля от удельного электрического сопротивления. 

 

Рис. 40. Зависимость модуля напряженности электрического |E|, мкВ/м, 

(сплошные линии) и величины f·|В|, Тл/с, (штриховые линии) от удельного 

электрического сопротивления ρ, Ом·м, на частоте f = 1 кГц в точках на глу-

бине Z = -500 м. Шифр кривых – расстояние от центра петли Х, м. 

На рис. 40 приведены расчеты величин модуля |E| (сплошные линии) и 

произведения f·|B| (штриховые линии) в точках нижнего полупространства, 

удаленных от центра контура на расстояние X (шифр кривых) в зависимости 

от величины удельного электрического сопротивления полупространства на 

частоте тока f = 1 кГц в квадратном контуре с размером сторон 200 м на глу-

бине Z=-500 м при Y = 0 м. 

Как следует из приведенного выше анализа физических зависимостей 

электромагнитного поля индукционного источника, при низких величинах 

электропроводности полупространства электрическое поле определяется 
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только величиной момента источника и его расстоянием от источника до 

точки наблюдений, что соответствует квазистатическому полю. С увеличени-

ем электропроводности модуль электрического поля |E| плавно убывает, 

стремясь к величинам, определяемым волновой зоной и токами смещения в 

среде, которые в данном квазистационарном случае не учитываются. В этом 

заключается особенность электрического поля индуктивного источника поля 

от поля гальванического источника, что подчеркивалось в начале статьи, по-

скольку для последнего зависимость от удельной электропроводности среды 

является прямой. 

Аналогичная зависимость наблюдается для величины f·|В|, описываю-

щей изменение модуля магнитного поля, поскольку частота тока в источнике 

является постоянной и входит множителем в произведение f·|В|. Модуль маг-

нитного поля с увеличением электропроводности плавно убывает от величи-

ны поля постоянного тока, не зависящей от электропроводности и опреде-

ляемой по закону Био-Савара, до величин, определяемым волновой зоной и 

токами смещения, поскольку магнитное поле любого источника слабо зави-

сит от электропроводности среды. 

Еще одной важной характеристикой распределения электромагнитного 

поля является соотношение между токами проводимости и токами индукции, 

возбуждаемыми в проводящем полупространстве за счет явления индукции. 

Явного выражения для индукционной напряженности электрического поля 

не существует, поскольку она записывается в дифференциальном или инте-

гральном виде закона Фарадея вследствие ее замкнутого вихревого характера 

[Смайт, 1954; Бурсиан, 1972; Никольский, 1989] 

d
rot

dt

B
E  или l n

S

d
E dl B dS

dt
. 

Чтобы преодолеть это затруднение, воспользуемся выражениями для 

векторов поляризации электрического PE и магнитного PH типов, возникаю-

щих в центре элементарного проводящего объема среды 
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t

E
I d dVP l E  и 

i

M
I dS j dS cdVP n B , 

где: dS - сечение малого объема dV  в направлении вектора магнитного поля, 

c – const.  

Для единичного объема среды с точностью до несущественного посто-

янного слагаемого d, размерностью м
-1

, соотношение между токами прово-

димости и индукции равно 

t

i

I
d

I f

E

B
.  

 

Рис. 41. Зависимость отношения токов проводимости и индукции /t iI I  для 

профиля, находящегося на глубине Z = -500 м на расстоянии от центра петли 

на ряде частот  f = 0.1 ÷ 10 кГц (шифр кривых). 

На рис. 41 приведены графики расчета отношения токов /t iI I  для про-

филя, находящегося на глубине Z = -500 м для ряда частот f от 0.1 до10 кГц.  

Как следует из рис. 41, на низких частотах зависимость соотношения то-

ков проводимости к токам индукции /t iI I  с удалением от источника суще-

ственно превосходит это отношение, чем на высоких. Это связано с тем об-
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стоятельством, что электрическое поле индукционного типа убывает с удале-

нием от источника на порядок медленнее, чем магнитное поле.  

С повышением частоты, которая является множителем величины f·|В|, 

соотношение токов становится существенно меньше и при некоторой частоте 

величины токов сравниваются, что заметно на выполаживающихся ветвях 

кривых /t iI I . 

Выводы 

 В квазистатическом случае как электрическое, так и магнитное поля ин-

дукционного источника в виде магнитного диполя или тока в замкнутом 

контуре не зависят от проводящих свойств вмещающей среды, а опреде-

ляется только расстоянием от индукционного источника поля до точки 

наблюдений и частотой тока. 

 С ростом частоты тока в источнике изменение величины модуля элек-

трического поля |Е| и изменения магнитной индукции во времени f·|В| 

происходит адекватно как в верхней, так и в нижней части полупро-

странства и имеют экстремальную величину, определяемую расстояни-

ем до источника.  

 Оптимальная частота, соответствующая экстремумам поля, в удаленных 

от источника точках наблюдений практически не зависит от проводящих 

свойств разреза. 

 Соотношения возникающих в среде токов проводимости к токам индук-

ции /t iI I  существенно зависят от используемой частоты тока и удале-

ния точек наблюдений до источника. 

 

7.2 Тензорная функция Грина для полупространства 

Рассмотренные в предыдущей главе примеры рассеяния гармонического 

электромагнитного поля на 3D-объектах относятся к безграничной однород-

ной вмещающей среде. Особенностью полученного решения задачи рассея-

ния гармонического электромагнитного поля в виде уравнения (4.18) через 
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аномальные моменты вторичных электрических и магнитных диполей, воз-

никающих в центрах элементарных объемов, позволяет легко распространить 

его на случаи полупространства или N-слойной среды.  Для изучения поля 

при наличии двух сред, когда одна из них является непроводящей (воздух), 

необходимо использование решений для поля электрических и магнитных 

диполей, погруженных в проводящее полупространство, координатные части 

полей которых являются компонентами  тензорных функций Грина. 

Из определений для тензорных функций Грина mnG , mnW , mnĜ  и  mnŴ  

в формулах (4.3), (4.5), (4.16), (4.17) следует, что они являются напряженно-

стями электрического и магнитного полей вторичных электрического и маг-

нитного дипольных источников с единичным моментом. Симметричный вид 

тензорных функций Грина в безграничной среде объясняется тем, что коор-

динатные части напряженности электрического и магнитного поля электри-

ческого диполя тождественно равны координатным частям напряженности 

соответственно магнитного и электрического поля магнитного диполя [Бур-

сиан, 1972; Вешев, 1980; Заборовский, 1960]. В случае двух полупространств 

с различными проводящими свойствами симметрия электромагнитного поля 

нарушается, а в случае одного непроводящего полупространства (воздух) то-

ки проводимости в нем вовсе отсутствуют. 

В случае, когда проводящий 3D объект находится в нижнем (z < 0) про-

водящем полупространстве, учет электрических свойств полупространств 

для тензорных функций Грина выполняется по тем же формулам связи с по-

мощью вектор–потенциалов электрического и магнитного типа Ad  и *
Ad , 

полученных для верхнего и нижнего полупространств путем сопряжения по-

лей на границе раздела сред с различными свойствами. 

Для немагнитных сред условия на границах сред с различной электро-

проводностью заключаются в непрерывности всех составляющих напряжен-

ности магнитного поля 
1

HH 
o

, непрерывности составляющих электриче-

ского поля, параллельных границе раздела сред 1
t

o
t EE   и 1

  EE o , а также 
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непрерывности составляющей плотности тока, направленной по нормали к 

границе раздела 1
n

o
n ii   [Альпин, 1975; Кудрявцев, 1988].  

Используя формулы связи составляющих напряженностей поля с вектор-

потенциалами электрического и магнитного типа  

AH rotd ,  AAE dkd div grad
2
0

0

1



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j
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условия на границе раздела сред с различной электропроводностью constz    

для вектор-потенциалов в прямоугольных декартовых координатах имеют 

вид, (номера сред соответствуют 0 – «воздух» z > 0, 1- «земля» z < 0) 
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z
dA

z 







, 

1**
y

o
y dA

z
dA

z 







,   

1*o*
divddivd AA  . 

Подробный порядок получения выражений для составляющих вектор–

потенциалов электрического и магнитного типа Ad  и *
Ad  приводятся в мно-

гочисленной литературе, например [Бурсиан, 1972; Вешев, 1980; Заборов-

ский, 1960].  Приведем окончательные выражения для вектор-потенциалов.  

Для координатных частей составляющих вектор-потенциала электриче-

ского типа Ad  для случая, когда верхнее полупространство является изоля-

тором (воздух), для точек, расположенных в нижнем полупространстве c 

электропроводностью  и на границе сред z  0 с координатой диполя  < 0 






































;PPdA;dJe
y

dA;dJe
x

dA

;dA;dAdA;dA

;dA;dA;dJePPdA

zzo
zm

zyo
zm

zx

yzxxyyyx

xzxyo
zm

xx

00

0
00

00

        (7.7) 
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где 








m

2
; 







m

2
; 22 km   ; /kRP e R ; R/eP

Rk
 ;  

 zz ; 22
)()(   yx ; 

22
zR  ; 2 2( )R z ;  

 Jo – функция Бесселя первого рода нулевого порядка, аргумент   для со-

кращения записи всюду опущен. Поскольку верхнее полупространство не-

проводящее (k0 = 0), индекс 1 для нижнего полупространства опущен. Пер-

вый индекс вектор-потенциала показывает его составляющую, а второй – 

ориентировку момента электрического диполя 
4

EM
, который для сокраще-

ния записи всюду опущен. Переход к компонентам тензоров mnG  и mnW  

проводится по формулам (4.3) и (4.5). 

Для координатных частей составляющих вектор-потенциала магнитного 

типа *
Ad  для точек, расположенных в нижнем полупространстве c электро-

проводностью  и на границе сред z  0 с координатой диполя  < 0 

0 0

0 0

; ; ;

* * *dA P P dA ; dA ; dA ;
xx zz xy xz

* * *dA ; dA P P dA ; dA ;
yx yy zz yz

* * *dA dA dA dA dA dA
zx zx zy zy zz xx

     




    

   


    (7.8) 

где для сокращения записи всюду опущен множитель с моментом магнитно-

го диполя 



4

H
oj

M
. Переход к компонентам тензоров mnĜ  и mnŴ  про-

водится по формулам (4.16) и (4.17).  

При расчетах электромагнитного поля в верхнем непроводящем полу-

пространстве и на границе сред z  0 координатные части составляющих век-

тор-потенциала электрического типа Ad  имеют вид 
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









































.dA;dJe
y

dA;dJe
x

dA

;dA;dAdA;dA

;dA;dA;dJedA

zzo
mz

zyo
mz

zx

yzxxyyyx

xzxyo
mz

xx

0

00

00

00

0
 (7.9) 

Для вектор-потенциала магнитного типа *
Ad   














































000

0

0

00

002

.dJedA;dJe
y

dA;dJe
x

dA

;dA;dAdA;dA

;dA;dA;;dJedA

o
mz*

zzo
mz*

zyo
mz*

zx

*
yz

*
xx

*
yy

*
yx

*
xz

*
xy

mz*
xx

     (7.10) 

Переход к компонентам тензоров mnĜ  и mnŴ  для расчета аномальных 

составляющих напряженностей магнитного поля в воздухе 
а

H , проводится 

по формулам (4.5) и (4.9).  

Расчетный вид компонентов тензора mnG , соответствующих состав-

ляющим электрического поля (первый индекс) электрических диполей раз-

личной ориентировки моментов (второй индекс) 

2 2
2 2

2 2

0 0

( ) ( ) 2 2
mz

mz

xx o o

e
G P P k P P e J d k J d

x x m
; 

2 2
2 2

2 2

0 0

( ) ( ) 2 2
mz

mz

yy o o

e
G P P k P P e J d k J d

y y m
; 

2 2

0

0

( ) 2 mz

yx xy
G G P P e J d

x y x y
; 

2

0

0

( ) 2 mz

zx
G P P me J d

z x x
; 

2

0

0

( ) 2 mz

zy
G P P me J d

z y y
; 
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)PP(
zx

Gxz 





2

; )PP(
zy

G yz 





2

; )PP(k)PP(
z

Gzz 





2

2

2

. 

В частном случае при 0  yyxx GG   и интегрирование сводится  к не-

собственному интегралу, т.к. 
 

2
0

1 








J
, т.е. 





0

2
de

zm
. Остальные 

компоненты, кроме zzG , равны нулю. 

Расчетный вид компонентов тензора mnĜ , соответствующих состав-

ляющим магнитного поля (первый индекс) магнитных диполей различной 

ориентировки моментов (второй индекс) 

2 2
2

2 2 0

0

ˆ ( ) ( ) 2 mz

xx

m
G P P k P P e J d

x x m
; 

2 2

0

0

ˆ ˆ ( ) 2 mz

yx xy

m
G G P P e J d

x y x y m
; 

2 2
2

2 2 0

0

ˆ ( ) ( ) 2 mz

yy

m
G P P k P P e J d

y y m
; 

2 2

0

0

ˆ ( ) 2 mz

zx

m
G P P e J d

z x x m
; 

2 2

0

0

ˆ ( ) 2 mz

zy

m
G P P e J d

z y y m
; 

2

0

0

ˆ ( ) 2 mz

xz

m
G P P e J d

x z x m
; 

2

0

0

ˆ ( ) 2 mz

yz

m
G P P e J d

y z y m
; 

2 3
2

2 0

0

ˆ ( ) ( ) 2 mz

zz
G P P k P P e J d

z m
. 

В частном случае при 0  ˆ ˆ
xx yy

G G  и интегрирование сводится  к не-
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собственному интегралу вида 
2

0

mzm
e d

m
. 

Расчетный вид компонентов тензора mnW , соответствующих состав-

ляющим магнитного поля (первый индекс) электрических диполей различной 

ориентировки моментов (второй индекс) 

2

0

0

2
mz

xx yy

e
W W J d

x y m
; 

2

2 0 0

0 0

( ) 2 2
mz

mz

yx

e m
W P P J d e J d

z x m m
; 

2

2 0 0

0 0

( ) 2 2
mz

mz

xy

e m
W P P J d e J d

z y m m
; 

0

0

( ) 2 mz

zx
W P P e J d

y y m
; 

0

0

( ) 2 mz

zy
W P P e J d

x x m
; 

)PP(
y

Wxz 



 ;  )PP(

x
Wyz 




 ;  0zzW . 

В частном случае при 0  ненулевыми являются компоненты yxxy WW   

и интегрирование сводится  к несобственному интегралу вида 
2

0

mze d
m

 

Компоненты тензора mnŴ , соответствующие составляющим электриче-

ского поля (первый индекс) магнитных диполей различной ориентировки 

моментов (второй индекс) 

2

2 0

0

ˆ ( ) 2
mz

yx

e
W P P J d

z x m
; 

2

2 0

0

ˆ ( ) 2
mz

xy

e
W P P J d

z y m
; 
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xxxx WŴ  ; 
ˆ

yy yy
W W ; zx xzW Wˆ   ; yzzy WŴ  ; zxxz WŴ  ; 

zyyz WŴ  ; 0zzŴ . 

В частном случае при 0  ненулевыми являются компоненты 

yxxy ŴŴ   и интегрирование сводится  к несобственному интегралу вида 

 
2

0

mze d
m

. 

Отличия в поведении компонент тензоров ˆ
yx

W и 
xy

W , а так же ˆ
xy

W и 
yx

W  

объясняются различным поведением компонент магнитного и электрическо-

го поля на границе сред с различными электропроводностями.  

Для расчета аномальных составляющих напряженностей магнитного по-

ля в воздухе 
а

H , создаваемых аномальными токами проводимости и индук-

ции, расчетный вид компонентов тензора mnW , соответствующих состав-

ляющим магнитного поля (первый индекс) электрических диполей различной 

ориентировки моментов (второй индекс) 

2

0

0

2
z m

xx yy

e
W W J d

x y m
; 

2 2

20 0

0 0

2 2
z m z m

yx

e e
W J d J d

m x m
; 

0

0

2
z m

zx

e
W J d

y m
; 

2 2

20 0

0 0

2 2
z m z m

xy

e e
W J d J d

m y m
; 

0

0

2
z m

zy

e
W J d

x m
; 0xzW ; 0yzW ; 0zzW . 

В частном случае при 0  ненулевыми являются компоненты 

xyyx WW   и интегрирование сводится  к несобственному интегралу 
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

 







0

2

d
m

e
W

mz

xy .  

Расчетный вид компонентов тензора mnĜ , соответствующих состав-

ляющим магнитного поля (первый индекс) магнитных диполей различной 

ориентировки моментов (второй индекс) 

2

2 0

0

ˆ 2 z m

xx

m
G e J d

x m
; 

2

0

0

ˆ ˆ 2 z m

yx xy

m
G G e J d

x y m
; 

2

0

0

ˆ 2 z m

xz
G e J d

x z m
; 

2

2 0

0

ˆ 2 z m

yy

m
G e J d

y m
; 

2

0

0

ˆ 2 z m

yz
G e J d

y z m
; 

0

0

ˆ ˆ 2 z m

zx xz
G G e J d

x
; 

0

0

ˆ ˆ 2 z m

zy yz
G G e J d

y
; 

3

0

0

ˆ 2 z m

zz
G e J d

m
. 

В частном случае при 0  ненулевыми являются компоненты ˆ ˆ
xx yy

G G  

и zzĜ , а интегрирование сводится  к несобственным интегралам 












0

2

de
m

m
Ĝ

mz
xx  и 










0

3

2 de
m

Ĝ
mz

zz .  

Остальные компоненты равны нулю. 

Существенного ускорения расчетов компонентов тензорных функций 
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при решении СЛАУ большой размерности можно добиться, взяв интегралы 

аналитически с помощью известного интеграла Фостера [Бурсиан, 1972; За-

боровский, 1960] 

  0 0

0
2 2

mz

o

e k k
Q J d I R z K R z

m
 


                  

 ,  zz < 0. 

Для координатных частей составляющих вектор-потенциала электриче-

ского типа Ad  (7.7) имеем 

2 3

2 2 2 3

2 2

2 2

2 2
2 ; 0; 0;

0; ; 0;

2 2
; ; ;

xx xy xz

yx yy xx yz

zx zy zz

dA P P P Q Q dA dA
zk z k z

dA dA dA dA

dA Q P dA Q P dA P P
z x z z y zk k


  

       
  


  


       

                 

 

Расчетный вид компонентов тензора mnG , соответствующих состав-

ляющим электрического поля (первый индекс) электрических диполей раз-

личной ориентировки моментов (второй индекс),  принимает вид 

2 2 3
2

2 2 2
2 2xxG P P k P P P Q

x z y z
( ) ( )

  
     
   

;    

2 2 3
2

2 2 2
2 2yyG P P k P P P Q

y z x z
( ) ( )

  
     
   

; 

2 3

2yx xyG G P P Q
x y x y z

( )
 

   
    

;  

2 3

2
2zxG P P Q

z x x z
( )

 
  
   

;    
2 3

2
2zyG P P Q

z y y z
( )

 
  
   

; 

)PP(
zx

Gxz 





2

; )PP(
zy

G yz 





2

; )PP(k)PP(
z

Gzz 





2

2

2

. 

Расчетный вид компонентов тензора mnW , соответствующих состав-

ляющим магнитного поля (первый индекс) электрических диполей различной 

ориентировки моментов (второй индекс), проводится по формуле связи 

mn m n
W rot dA  



135 
 

4 3

2 2 2

2 2
xx yy

W W Q P
k x y z k x y z

; 

3 4 2

2 2 2 3

2 2
( ) 2

zx
W P P P Q Q

y k y z k y z y z
; 

3 4 2

2 2 2 3

2 2
( ) 2

zy
W P P P Q Q

x k x z k x z x z
; 

3 4

2 2 2 2 2

2 2
( )

xy
W P P P Q

z k x z k x z
; 

3 4

2 2 2 2 2

2 2
( )

yx
W P P P Q

z k y z k y z
; 

)PP(
y

Wxz 



 ;  )PP(

x
Wyz 




 ;  0zzW . 

Для координатных частей составляющих вектор-потенциала магнитного 

типа *
Ad  (7.8) имеем 

* *dA P P dA
xx yy

   ; 
3 2

2 2 2

2 2*dA Q P
zx x zk x z k

 
 

  
; 

3 2

2 2 2

2 2*dA Q P
zy y zk y z k

 
 

  
; 

2 3

2 2 2 3

2 2
2*dA P P P Q Q

zz zk z k z

  
    

 
. 

Остальные компоненты равны нулю.  

Расчетный вид компонентов тензора mnŴ , соответствующих состав-

ляющим электрического поля (первый индекс) магнитных диполей различ-

ной ориентировки моментов (второй индекс), получим, используя формулу 

связи 
*

mn m nŴ rot dA  

xxxx WŴ  ; xxyy WŴ  ; zxxz WŴ  ; zyyz WŴ  ; zx xzW Wˆ   ; 

zy yzW Wˆ   ; 0zzŴ ; ˆ 2
yx xy

W W P
z

; ˆ 2
xy yx

W W P
z

. 

Расчетный вид компонентов тензора mnĜ  в аналитическом виде, соот-

ветствующих составляющим магнитного поля (первый индекс) магнитных 

диполей различной ориентировки моментов (второй индекс) 
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2 4 5
2

2 2 2 2 2 2 3

2 2
xxG P P k P P P Q

x k x z k x z
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. 

Взятие частных производных первого и второго порядков от интеграла 

Фостера не вызывают особых затруднений. Частные производные третьего 

порядка приведены в учебной и научной литературе [Заборовский, 1960; Ов-

чинников, 1979]: 
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Частные производные от интеграла Фостера более высокого порядка 

можно получить, если воспользоваться следующим алгоритмом.  

Представим некоторую частную производную от интеграла Фостера 

   0 0 0 02 2

k k
Q I R z K R z I tm K tp

                  
 

в виде (без аргументов функций Бесселя и Макдональда для сокращения за-

писи) 

00 0 0 01 0 1 10 1 0 11 1 1DQ A I K A I K A I K A I K    . 

Производная более высокого порядка имеет вид 

00 0 0 01 0 1 10 1 0 11 1 1DDQ D A I K D A I K D A I K D A I K( ) ( ) ( ) ( )    . 

Распишем по слагаемым 

00 00 0 0 00 0 0 00 1 0 00 0 1DDQ D A I K A I K A tm I K A tp I K( ) ' ' '    , 

 01 01 0 1 01 01 0 1 01 1 1 01 0 0DDQ D A I K A A tp tp I K A tm I K A tp I K( ) ' '/ ' '     , 

 10 10 1 0 10 10 1 0 10 0 0 10 1 1DDQ D A I K A A tm tm I K A tm I K A tp I K( ) ' '/ ' '     , 

 
11 11 1 1

11 0 1 11 1 0 11 1 1 1 1 11

DDQ D A I K

A tm I K A tp I K A I K I K A tp tp tm tm

( )

' ' ' ( '/ '/ ) .

 

    
 

Перегруппируем с одинаковыми функциями I и K 

 00 01 10 0 000DD A A tp A tm I K' ' '   , 

 01 00 01 11 0 101DD A A tp A tp tp A tm I K' ' '/ '    , 

 10 00 10 11 1 010DD A A tm A tm tm A tp I K' ' '/ '    , 

 11 01 10 11 1 111DD A A tm A tp A tp tp tm tm I K' ' ' ( '/ '/ )     . 

Для производной по переменной x (или аналогично по y), взяв производные 

от аргументов функций tm и tp, имеем 
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. 

Для производной по переменной z имеем 
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k z R k z R
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R R
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z

k z R k z R
DDz A A A I K

R R
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. 

Таким образом, взятие частных производных более высокого порядка от 

интеграла Фостера сводится к дифференцированию по переменным алгеб-

раических множителей у произведения функций Бесселя и Макдональда. 

 

7.3 Программное обеспечение для математического моделирования 

рассеяния электромагнитного поля на 3D объекте 

Для проведения математического моделирования и интерпретации ре-

зультатов индуктивной электроразведки создан пакет программ D6_ЕН. Ос-

новной частью пакета является программа расчета электромагнитного поля, 

создаваемого сторонними источниками гармонического тока различного ти-

па (плоская волна, магнитный диполь, контур) в присутствии проводящих 3D 

тел, погруженных в проводящее полупространство. Расчет поля базируется 

на численном решении системы линейных алгебраических уравнений (5.3), к 
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которой сводится уравнение рассеяния гармонического электромагнитного 

поля (4.18). Расчет составляющих поля выполняется в точках наблюдений на 

границе «земля-воздух» или приподнятых над границей в верхнее полупро-

странство, моделируя воздушные или наземные методы индуктивной элек-

троразведки. По результатам расчета составляющих поля с помощью вспо-

могательной программы определяются дополнительные характеристики, от-

ражающие перераспределение электромагнитного поля вблизи проводящих 

объектов: фазовые углы, тензор импеданса, вектор плотности энергии Умова-

Пойнтинга, оси эллипса поляризации магнитного поля, отношения состав-

ляющих поля и другие вспомогательные характеристики. 

Отличительной особенностью используемого уравнения рассеяния элек-

тромагнитного поля является учет индукционного возбуждения локального 

тела гармоническим магнитным полем и возникающих в проводящем теле 

токов индукции, что позволяет исследовать рассеяние поля проводящим объ-

ектом, находящимся даже в непроводящей среде.  

7.4 Интерпретация материалов низкочастотной аэроэлектроразведки. 

В геофизике, в частности – в методах индуктивной электроразведки, 

изучение рассеяния переменного электромагнитного поля на локальных объ-

ектах является физико-математической основой их применения, используе-

мой при исследовании геоэлектрического строения верхней части земной ко-

ры при различных масштабах исследований и поисках месторождений про-

водящих руд. 

На перспективных участках вблизи месторождения «Сафьяновское» 

(Свердловская обл.) аэровариантом метода незаземленной петли НП-А про-

ведены работы по поискам месторождений медно-колчеданных руд на пло-

щади более 300 км
2
 [Человечков, 2012]. Источником электромагнитного поля 

являлся ток силой I = 27 A в квадратной петле размером 400х400 м с часто-

той f =78 Гц. Фазочувствительные измерения декартовых составляющих маг-

нитной индукции выполнялись на высоте 85 м на борту вертолета МИ-2 с 

помощью аэрокомплекса АММЗ-2. 
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Рис. 42. Составляющие ImBz (пТл) измеренная (сплошная) и нормальная 

(штриховая) на высоте 100 м по профилю длиной 6 км на участке «Бобров-

ский».  

На рис. 42 приведены графики измеренной и нормальной вертикальной 

составляющей магнитной индукции ImBz по одному из профилей длиной 

около 6 км на участке «Бобровский», расположенном в центральной части 

изучаемой площади в 10 км южнее Сафьяновского месторождения на правом 

берегу р. Бобровки. На графике выделяется чёткая аномалия (затемненный 

участок). Подобная аномалия меньшей интенсивности прослеживается на со-

седних профилях. 

На рис. 43 показан фрагмент плана изолиний аномального фазового угла 

составляющей Bz. В северо-восточной и восточной части относительно пи-

тающего контура отмечается две локальные аномалии электропроводности 

А1 и А2, обведенные черным контуром. По геофизическим данным прошед-

ших лет на этом участке зафиксированы гравитационная аномалия, а так же 

аномалии проводимости и поляризуемости по данным методов МПП и ВП.  
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Рис. 43. План изолиний фазового угла (град.) вертикальной составляющей 

магнитной индукции Bz по результатам измерений аэроэлектроразведкой ме-

тодом незаземленной петли НП-А на участке «Бобровский». Положение пет-

ли отмечено квадратом. 

Результаты математического моделирования с использованием пакета 

D6_EН приведены на рис. 44  в виде плана изолиний фазового угла   верти-

кальной составляющей магнитной индукции Bz и двух проводящих тел V1 и 

V2, создающих аномалию фазового угла с морфологией, подобной морфоло-

гии изолиний фазового угла вертикальной составляющей магнитной индук-

ции рис. 43. Проводящие объекты в виде прямоугольных параллелепипедов 

имеют размеры: V1 – 125х225х50 м и V2 – 50х200х100 м, глубина центров  

h = 100 м. Удельное сопротивление среды принято о = 800 Ом*м, проводя-

щих объектов  = 1 Ом*м. Проекции 3D тел на дневную поверхность изо-

бражены черными прямоугольниками и затемнены. Положение незаземлен-

ной квадратной петли размером 400 х 400 м изображено квадратом.  
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Рис. 44. План фазового угла составляющей Bz (град.) математической модели 

с двумя проводящими 3D объёмами (с проекциями тел на поверхность изо-

линий). 

Для подтверждения аномалии А1, полученной по результатам интерпре-

тации материалов аэроэлектроразведочных работ методом НП-А и уточнения 

ее пространственного положения, проведены детализационные работы мето-

дами наземной индуктивной электроразведки с помощью аппаратуры МЧЗ-

12, разработанной в Институте геофизики УрО РАН [Человечков, 2012].  

На рис. 45 приведены графики кажущегося удельного сопротивления k  

на 6 частотах, полученные по результатам обработки измерений полуосей 

эллипса поляризации магнитного поля методом индуктивного профилирова-

ния с незаземлённой петлёй размером 50х50 м с разносом R = 75 м.  

Пространственное положение профиля соответствует участку профиля 

аэроэлектроразведочных измерений через эпицентр аномалии А1 (рис.43).  

Выполненные измерения подтверждают наличие в разрезе проводящего 

объекта, пространственно совпадающего с аномалией А1, полученной по ма-

териалам интерпретации данных аэросъемки.  
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Рис. 45. Графики k  (Омм) по результатам измерений методом индуктивно-

го профилирования по профилю через эпицентр аномалии А1 на ряде частот. 

Выполненные полевые измерения показали высокую эффективность из-

мерений магнитного поля в методе НП-А с применением аэрокомплекса 

АММЗ-2, при которых сохраняется информативность наземных методов и 

появляются дополнительные возможности, обусловленные увеличением 

производительности работ и возможности проведения исследований на труд-

нодоступных участках местности.  

Исследования являются основой для дальнейшего развития аэроэлек-

троразведки с фазочувствительными измерениями в воздухе при создании 

электромагнитного поля мощным наземным индуктивным источником. 

 

7.5 Оптимальная частота индукционных зондирований 

Вопрос выбора оптимальной частоты или диапазона рабочих частот пе-

ременного тока в незаземленном контуре индуктивного источника продол-

жает оставаться одним из актуальных, наравне с другими параметрами мо-

мента источника – силой гармонического тока и площадью контура. Важ-

ность этого вопроса заключается в необходимости проведения полевых из-

мерений индуктивной электроразведкой на таких частотах, которые позво-
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ляют гарантированно выделять аномалии поля от искомых проводящих руд-

ных объектов. 

В качестве примера рассмотрим результаты наземных электроразведоч-

ных работ, выполненных на участке, описанном в предыдущем разделе. С 

целью определения размеров и положения аномального объекта А1 в плане 

на исследуемом участке выполнены измерения в варианте индукционного 

электромагнитного дистанционного зондирования методом незаземленной 

петли (НП-Н) с положением питающей петли, приближенной к аномальному 

участку, выделенному по результатам методом НП-А. Детализационные 

электроразведочные работы выполнены на шести дискретных частотах диа-

пазона от 39 до 1250 Гц с измерением большой и малой осей эллипса поляри-

зации магнитного поля в плоскости измерительных профилей по методике, 

изложенной в работе [Светов, 1973]. Работы производились путем площад-

ной съемки планшетов вне незаземленной квадратной петли со стороной 

размером 200 м.  

На рис. 46 приведены планы изолиний ρk однородного полупространст-

ва, полученные по результатам измерений эллипса поляризации магнитного 

поля на четырех частотах 78 ÷ 625 Гц. Результаты измерений магнитного по-

ля на низкой частоте 39 Гц показали слабую помехоустойчивость и плохое 

качество получаемых материалов при выделении аномальной зоны.  

Измерения поля на частоте 1250 Гц при высокой помехозащищенности, 

напротив, показали, что выделенная низкочастотная аномальная зона теряет-

ся на фоне аномалии-помехи, обусловленной приповерхностным проводни-

ком, расположенным в северо-восточной части планшета. 

Эпицентр аномального участка электропроводности на частоте 78 Гц 

отмечается на профилях № 200 – 300 и с увеличением частоты до 156 Гц 

смещается севернее, где расположен приповерхностный проводник в виде 

заболоченного участка местности. 
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Рис. 46. Планы изолиний ρk на частотах 78 ÷ 625 Гц по результатам измере-

ний магнитного поля методом НП-Н на участке «Бобровский». 
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Дальнейшее увеличение частоты тока до 312 и 625 Гц приводит к тому, 

что аномалия от приповерхностного проводника сначала сравнивается, а за-

тем превышает аномалию от погруженного объекта.  

Приведенные материалы полевых работ методом индуктивной электро-

разведки ставят задачу изучения влияния частоты тока в источнике для раз-

браковки аномалий от погруженных высокопроводных рудных тел и припо-

верхностных проводящих объектов. В работе [Каменецкий и др., 1957] на ос-

нове математического и физического моделирования рассеяния электромаг-

нитного поля на локальных проводниках простой геометрической формы 

(шар, цилиндр, диск) обоснован выбор оптимальной частоты гармонического 

тока в источниках поля, применяемых в индуктивной электроразведке при 

поисках месторождений проводящих руд. При амплитудно-фазовых измере-

ниях выбор такой частоты  (или оптимального диапазона частот) обеспечива-

ет получение максимальных амплитудных и фазовых аномалий составляю-

щих магнитного поля над изучаемыми локальными объектами с заданными 

значениями удельных электрических сопротивлений, размеров и глубиной 

залегания тел относительно системы наблюдений поля.  

Полученные результаты основываются на аналитических расчетах ано-

мального гармонического магнитного поля проводящих тел в непроводящей 

среде (магнитное возбуждение), в однородном внешнем магнитном поле. 

Следует отметить, что полученные выводы не учитывают существенного 

вклада электрического возбуждения проводящего объекта токами проводи-

мости, если он расположен в проводящей среде. Аналитическое решение за-

дачи рассеяния однородного электрического и магнитного поля на проводя-

щем шаре в проводящей среде получено в работе [Борн, Вольф, 1973]. Соот-

ношение между вкладом в аномальное магнитное поле от электрического и 

магнитного возбуждения проводящего объекта существенно зависит не толь-

ко от физико-геометрических параметров объекта, но и от частоты и элек-

тропроводности вмещающей среды. Вопрос о выборе оптимальной частоты 

возникает также в связи с разбраковкой аномалий магнитного поля индук-
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тивного источника, вызванных глубинными искомыми рудными объектами и 

приповерностными проводниками.  

 
Рис. 47. Планы изолиний ImBz - составляющей магнитного поля, пТл, над 3D-

проводящими объектами на частоте  f = 100 Гц 

Для решения поставленной задачи воспользуемся математическим мо-

делированием с изучением рассеяния переменного электромагнитного поля 

на двух локальных проводящих 3D объектах, один из которых аппроксими-

рует погруженное проводящее рудное тело с высокой электропроводностью, 

а второе – приповерхностное проводящее тело, образованное рыхлыми чет-

вертичными отложениями или обводненным участком местности. 

Изучение частотных закономерностей изменения магнитного поля в 

среде с 3D проводящими объектами выполнено нами с помощью математи-

ческого моделирования методов индуктивной электроразведки с помощью 

пакета программ D6_EН, описанного выше.  

Результаты математического моделирования приведены в виде планов 

изолиний мнимой квадратуры вертикальной составляющей магнитной ин-

дукции ImBz (рис. 47, 49) и фазового угла Bz (рис. 48, 50), которые наиболее 
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сильно отражают наличие проводящего объекта, над двумя 3D проводниками 

V1 и V2 на двух частотах.  

 
Рис. 48. Планы изолиний фазового угла  Bz, град, над 3D-проводящими объ-

ектами на частоте f = 100 Гц 

Проводящие объекты в виде параллелепипедов имеют размеры V1: 

100∙100∙100 м и V2: 150∙150∙10 м, глубина положения центров тел hV1 = 200 

м, hV2 = 10 м.  

Удельное электрическое сопротивление вмещающей среды о = 500 

Ом∙м, проводящих объектов  V1 = 1 Ом∙м, V2 = 20 Ом∙м.  

Проекции 3D тел на дневную поверхность изображены прямоугольни-

ками. Центр квадратной петли размером 200 х 200 м с гармоническим током 

силой  I = 1 A расположен в начале системы координат. Высота точек наблю-

дений z = 1 м.  

Изолинии ImBz и фазового угла    Bz - составляющей магнитного поля 

над проводящим полупространством представляют собой замкнутые кривые, 

близкие к окружности относительно центра источника  
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Рис. 49. Планы изолиний ImBz - составляющей магнитного поля, пТл, над 3D-

проводящими объектами на частоте f = 1 кГц 

Вблизи источника ImBz и  Bz  равны нулю, с удалением от контура они 

достигают экстремальных значений и далее плавно убывают с удалением от 

центра петли. Результаты математического моделирования приведены в виде 

планов изолиний мнимой квадратуры вертикальной составляющей магнит-

ной индукции ImBz (рис. 47, 49) и фазового угла Bz (рис. 48, 50), которые 

наиболее сильно отражают наличие проводящего объекта, над двумя 3D про-

водниками V1 и V2 на двух частотах.  

Рост частоты от 100 Гц до 1 кГц приводит к заметному увеличению ано-

мального эффекта над обоими проводящими объектами. При этом увеличе-

ние аномалии ImBz и фазового угла Bz над приповерхностным объектом су-

щественно превосходит аномалию над погруженным 3D проводником V1. 
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Рис. 50. Планы изолиний фазового угла Bz, град, над 3D-проводящими объек-

тами на частоте f = 1 кГц 

На рис. 51 - 52 приведены кривые фазового угла  Bz по двум профилям 

Y = 0 и Y =100 м, проходящим над центрами проекций проводящих тел на 

трех дискретных частотах  f = 100, 300 и 500 Гц. 

Как видно из приведенных графиков, с ростом частоты аномалия фазо-

вого угла по профилю над приповерхностным проводящим телом существен-

но превышает аномалию над погруженным 3D объектом, аппроксимирую-

щим проводящее рудное тело. Как следствие, подобное соотношение получа-

ется и в аномалиях ImBz - составляющей магнитного поля.  
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Рис. 51. Графики  Bz  по профилю Y = 0 м над центрами проекций 3D объек-

тов V1 при о = 500 Ом∙м. Шифр кривых – частота тока в источнике 

 

 
Рис. 52. Графики  Bz  по профилю Y = 100 м над центрами проекций 3D объ-

ектов V1 при о = 500 Ом∙м. Шифр кривых – частота тока в источнике 

Эти выводы объясняют изменение аномалии-помехи в величинах ρk, по-

лученных при измерениях осей эллипса поляризации магнитного поля мето-
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дом НП-Н на ряде частот (рис. 46), величина которой уменьшается с ростом 

частоты. 

Для изучения частотных зависимостей магнитного поля гармонического 

тока индуктивного источника выполнены расчеты магнитного поля и фазово-

го угла в дискретных точках на спектре частот для двух моделей с одним 3D-

проводящим объектом. В одном случае объект аппроксимирует погруженное 

рудное тело с высокой электропроводностью, в другом – приповерхностное 

низкоомное тело, образованное проводящими четвертичными отложениями. 

Размеры и параметры 3D объектов соответствуют приведённым выше. 

На рис. 53 - 54 приведены частотные зависимости аномальных значений 

фазового угла а = - 0  вертикальной составляющей магнитной индукции в 

точке Х = 675 м, Y = 0 м над проводящими 3D-объектами V1 (рис. 53) и V2 

(рис. 54) при V1 = 1 Ом∙м, V2 = 20 Ом∙м для двух значений удельного элек-

трического сопротивления вмещающей среды о = 500 и 1000 Ом∙м.  

Из приведенных на рис. 53 - 54 частотных зависимостей видно, что ве-

личины аномальных фазовых углов магнитного поля существенно зависят от 

частоты тока в источнике и контрастности удельных сопротивлений локаль-

ных объектов и вмещающей среды.  

Аномальная величина фазового угла Bz в точках над 3D-объектом, ап-

проксимирующим приповерхностный проводник, существенно больше по 

абсолютной величине, чем над погруженным проводником. Это происходит 

потому, что в хорошо проводящем теле система токов формируется в припо-

верхностном скин-слое проводника уже на низкой частоте и дальнейшее уве-

личение частоты существенно не влияет на его перераспределение. 

В приповерхностном проводнике, обладающем более низкой электро-

проводностью, для формирования скин-слоя необходимы гораздо более вы-

сокие частоты.  
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Рис. 53. Частотные зависимости аномального фазового угла а Bz над 3D объ-

ектами V1 при о =500 и 1000 Ом∙м (шифр кривых)  

 

 
Рис. 54. Частотные зависимости аномального фазового угла а Bz над 3D объ-

ектами V2 при о =500 и 1000 Ом∙м (шифр кривых)  
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Полученная зависимость соответствует поведению квадратур и фазового 

угла  вертикальной составляющей магнитной индукции для источника в ви-

де вертикального магнитного диполя и проводящей S-плоскости, располо-

женных на границе сред «земля-воздух» [Арзамасцев и др. 2020].  

Частота тока, соответствующая положению экстремума фазового угла, 

определяется мощностью и удельным электрическим сопротивлением припо-

верхностного проводника (величиной продольной проводимости S). 

Разбраковка аномалий магнитного поля над проводящими объектами на 

«рудные» и «безрудные» может быть проведена по изучению частотных ха-

рактеристик поля в аномальных зонах.  

Для достижения значимого аномального эффекта измеряемых парамет-

ров магнитного поля над высокопроводящим локальным объектом V1 при 

высокой контрастности удельных сопротивлений необходимо ограничиться 

низкими частотами исследований, при этом максимальная величина аномаль-

ного фазового угла составляет первые единицы градуса.  

Выбор рабочей частоты тока в индуктивном источнике обычно обуслав-

ливается двумя взаимоисключающими факторами: с одной стороны, рабочая 

частота должна быть как можно более низкой для уменьшения скин-эффекта 

во вмещающей проводящей среде и увеличения глубинности исследований. 

С другой стороны, частота должна быть, возможно, более высокой для уве-

личения чувствительности и помехоустойчивости индукционных датчиков 

поля. 

Проведенные исследования показали, что для выделения аномалий поля 

над погруженными проводящими объектами и разбраковки аномалий-помех, 

вызванных приповерхностными образованиями, необходимы измерения поля 

в возможно более низкочастотной области спектра тока. 

 

7.6 Проектирование новых методов аэроэлектроразведки. 

Общим недостатком аэроэлектроразведки методами профилирований 

или зондирований является влияние различных видов помех на измеряемое в 
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движении магнитное поле: механическая вибрация, электромагнитные поме-

хи от летательного аппарата и его собственное влияние как локального про-

водника, пространственные колебания выносной системы датчиков за счет 

метеоусловий и др. 

Влияния многочисленных видов помех можно избежать, если состав-

ляющие электромагнитного поля, создаваемого перемещаемым на летатель-

ном аппарате индуктивным источником гармонического тока в виде верти-

кального магнитного диполя (многовиткового контура с током), измерять на 

дневной поверхности в одной или нескольких фиксированных точках [Чело-

вечков, 2011]. 

Для интерпретации материалов о величинах составляющих электромаг-

нитного поля необходимо регистрировать время и координаты точек поло-

жения летательного аппарата, а также время измерений поля. Современные 

навигационные средства позволяют с высокой точностью регистрировать 

время и координаты. По соответствующим временам соотносят величины 

измеряемого поля и положения излучателя относительно неподвижной точки 

измерения.  

Полученные значения составляющих поля следует отнести к точкам по-

ложения излучателя и пересчитать их в составляющие цилиндрической сис-

темы координат относительно координат точки измерения. Использование 

цилиндрических координат обладает существенным преимуществом перед 

прямоугольными координатами. Поскольку излучатель в виде приподнятого 

вертикального магнитного диполя создает на поверхности однородного по-

лупространства только составляющие электромагнитного поля Вz, Вr и Eφ, то 

составляющие Вφ и Еr являются чисто аномальными, непосредственно свя-

занными с наличием в среде проводящих объектов или зон пониженного со-

противления. Величины измеряемого электромагнитного поля являются аб-

солютными. 

Для использования относительных величин, не требующих определения 

точной величины момента излучателя, предпочтительнее использовать фазо-
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вые углы составляющих поля BE,   или импедансы ijZ  . При этом в величи-

нах 


E , 
rB ,  

zB ,  rZ   , z Z  выделение аномальных участков среды с по-

вышенной электропроводностью выполняется по их отклонению от нор-

мальных значений для однородной среды.  

 

Рис. 55. Планы импедансов Zij над 3D телом  с относительными удельными 

сопротивлениями среды  0 = 1000 и 3D тела V = 1 Ом·м, h = 100 м, верти-

кальный момент диполя Мz = 10
4
 А·м

2
, частота тока  f =1 кГц 

Относительные величины электромагнитного поля 
rE , 


B ,  rZ , z rZ  

являются аномальными, что позволяет сразу определить наличие в среде ло-

кальных проводящих объектов (рис. 55). 

Выполненное математическое моделирование для проводящего 3D-тела, 
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удаленного на 1 км от точки измерений, показывает, что составляющие маг-

нитного и электрического поля являются вполне измеримыми величинами 

для тела с размером 250х150х50 м. 

Измерение всех составляющих электрического и магнитного поля по-

зволяет использовать для анализа дополнительный параметр поля – вектор 

плотности энергии электромагнитного поля, называемый вектором Умова – 

Пойнтинга 






*
HxEReS


2

1
, определяющий направление переноса энергии. 

Предложенный способ обладает гораздо более высокой чувствительно-

стью и точностью по сравнению с подвижными измерительными аэросисте-

мами за счет неподвижного положения датчиков системы регистрации. При 

этом многокомпонентные измерения составляющих электромагнитного поля 

позволяют более уверенно выделять локальные проводящие объекты и зоны 

пониженного сопротивления.  

Использование мощной воздушной генераторной системы совместно с 

неподвижной системой регистрации, размещаемой вблизи изучаемого участ-

ка, позволяет проводить геоэлектрические исследования в труднодоступных 

районах со сложными условиями измерений для наземных методов электро-

разведки (озера, карьеры, отвалы, труднопроходимая тайга и пр.). 

 

7.7  Информативные измеряемые параметры в методах индуктивной 

электроразведки. 

Измеряемыми информативными параметрами в методах низкочастотной 

электроразведки, отражающими зависимость электромагнитного поля от про-

водящих свойств геологической среды, являются пространственные состав-

ляющие напряженностей поля и их относительные характеристики – импе-

дансы, фазовые углы, отношения составляющих поля и др. Вместе с тради-

ционно измеряемыми параметрами поля, отражающими проводящие свойст-

ва среды, большой интерес вызывает использование параметров эллипса по-

ляризации магнитного поля.  
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Само появление эллиптической поляризации гармонического магнитного 

поля обусловлено наличием двух полупространств – верхнего непроводящего 

(воздух) и нижнего проводящего (земля), благодаря чему магнитное поле 

приобретает эллиптическую поляризацию, причем тем больше, чем выше 

электропроводность подстилающего полупространства.  

Идея использования характеристик эллипса поляризации переменного 

магнитного поля, создаваемого гармоническим током стороннего источника с 

ориентацией измерительных катушек в вертикальной плоскости, проходящей 

по линии «источник-приемник»,  для определения проводящих свойств среды 

известно достаточно давно [Заборовский, 1963]. Причем в качестве излучате-

лей поля применяются предпочтительно индуктивные источники (незазем-

ленная петля или магнитный диполь), поскольку явление индукции и поляри-

зация магнитного поля проявляются с ними более сильно, чем с гальваниче-

скими источниками (заземленная линия или электрический диполь). 

Непосредственные измерения величин полуосей эллипса поляризации 

магнитного поля при последовательной ориентации измерительной катушки 

в плоскости поляризации поля с нахождением экстремальных значений явля-

ется очень низкопроизводительной операцией. Более качественным способом 

определения полуосей эллипса поляризации являются фазочувствительные 

измерения декартовых составляющих магнитного поля x zH , H  с фиксиро-

ванной ориентировкой ортогональных измерительных катушек в вертикаль-

ной плоскости XOZ относительно линии «источник-приемник» и дальней-

шим пересчетом квадратурных компонент поля Re и Im в величины большой 

и малой полуосей эллипса [Светов, 1973; Якубовский, 1988]. 

Устройство для реализации данного способа требует применения слож-

ной фазочувствительной аппаратуры с передачей фазы тока от источника по-

ля к измерителю. 

Известен более простой способ измерения полуосей эллипса поляриза-

ции магнитного поля с ориентировкой приемных катушек в вертикальной 

плоскости, проходящей по линии «источник-приемник» и устройство для его 
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осуществления [Светов, 1960], заключающийся в применении двух взаимно-

перпендикулярных датчиков магнитного поля, в котором сигнал, принятый 

одним датчиком, поворачивают по фазе на угол, равный четверти периода, а 

затем половине периода и после каждого поворота фазы складывают с сигна-

лом, снимаемым со второго датчика; полученные два напряжения выпрямля-

ются и определяют их полусумму и полуразность, которые численно пропор-

циональны большой и малой полуосям эллипса поляризации.  

Необходимо отметить, что в условиях неоднородной проводящей среды 

плоскость поляризации магнитного поля может существенно отклоняться от 

вертикальной плоскости, проходящей через источник и точку измерений, хотя 

эллиптическая поляризация поля сохраняется. Для точного определения по-

луосей полного эллипса поляризации в пространстве необходимы измерения 

трех составляющих магнитного поля, реализованные в способе [Ратушняк, 

Коноплин, 2022]. При этом кроме регистрации амплитуд трех составляющих 

поля выполняют измерения относительных сдвигов фаз составляющих поля. 

Поясним физические принципы реализации предложенного способа и 

его преимущества перед традиционно используемыми методами измерения 

полуосей эллипса поляризации магнитного поля. Первая особенность гармо-

нического электромагнитного поля заключается в том, что, являясь простран-

ственным инвариантом, величины полуосей эллипса поляризации не зависят 

от пространственной ориентации датчиков трех декартовых составляющих 

поля. 

Повороты измерительной системы координат в пространстве на произ-

вольные углы (ориентация ортогональных датчиков) изменяют только проек-

ции эллипса на оси координат.  

На рис. 56 изображен эллипс поляризации магнитного поля, его полуоси 

и составляющие магнитного поля x zH , H  в основной и x' z'H , H  в смещен-

ной системах декартовых координат. Поворот системы координат, т.е. изме-

нение ориентации датчиков поля, приводит к изменению угла наклона боль-

шой полуоси эллипса поляризации θ и величин составляющих магнитного 
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поля x zH , H . При этом сами величины полуосей эллипса поляризации, что 

является самым важным обстоятельством, не изменяются. 

Эта инвариантность поля используется в методике измерений полуосей 

проекции эллипса поляризации на плоскость профиля [Светов, 1966].   

Главным обстоятельством инвариантности эллипса поляризации магнит-

ного поля является его сохранение в случае пространственного изменения 

ориентации всех трех ортогональных датчиков магнитного поля. 

 

Рис. 56. Эллипс поляризации магнитного поля и его проекции в основной XZ 

и смещенной X’Z’ системах координат 

Пространственная инвариантность эллиптической поляризации особен-

но важна в подвижных измерительных системах аэроэлектроразведки, вы-

полняющих регистрацию составляющих магнитного поля, которые особенно 

сильно зависят от ориентации датчиков поля. 

Второй особенностью является временнáя инвариантность поля. Она за-

ключается в том, что величины полуосей эллипса поляризации не зависят от 

абсолютных значений сдвига фаз составляющих магнитного поля относи-

тельно фазы тока в источнике поля и достаточно ограничиться относитель-

ными измерениями сдвигов фаз составляющих поля. На рис. 57 изображена 

пространственно-временная развертка эллипса поляризации магнитного поля 
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в системе координат xzt, где в качестве одной из осей является время. Вре-

менная развертка вектора магнитного поля представляет собой дискретное 

положение конца вектора магнитного поля, ортогонального оси t и вращаю-

щегося в плоскости xz по поверхности цилиндра с эллиптическим основани-

ем, в заданный момент времени t и представляет собой винтовую линию. 

 

Рис. 57. Пространственно-временная развертка поляризованного магнитного 

поля в системе координат xzt 

Измерения величин составляющих магнитного поля x zH , H  за период Т 

могут быть выполнены как при синхронизации начала фаз измеряемого сиг-

нала относительно фазы тока в источнике относительно времени t0 (что реа-

лизуется в фазочувствительной аппаратуре), так и за тот же период Т относи-

тельно времени  t0+dt, если за начало отсчета принять фазу сигнала внутрен-

него генератора измерителя или одного из датчиков поля.  

За период Т вектор магнитного поля описывает эллипс начиная с произ-

вольного момента времени, если проецировать его на плоскость xz. Эта инва-

риантность поля сохраняется в случае произвольной ориентации ортогональ-

ных датчиков магнитного поля. 

По амплитудам трех составляющих магнитного поля x y zH , H , H  и отно-

сительным фазам ,  ,  
x y z

   , одна из которых принимается за начальную фа-
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зу, величины полуосей полного эллипса поляризации магнитного поля в про-

странстве определяют по формулам: 

 
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )

a x x y y z z
H H cos H cos H cos           , 

2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )
b x x y y z z

H H sin H sin H sin           , 

где   

2 2 2

2 2 2

2 2 21

2 2 2 2

x x y y z z

x x y y z z

H sin H sin H sin
arctg

H cos H cos H cos

  


  

  
  

   

. 

Использование измерений относительных фаз составляющих магнитно-

го поля позволяет существенно упростить измерительное устройство, по-

скольку не требует канала передачи фазы тока от источника поля к измерите-

лю и синхронизации измерительного и генераторного устройств.  

Составляющие эллипса поляризации магнитного поля при исследовании 

проводящих свойств неоднородных сред имеют такое же разрешение, как и 

декартовые составляющие поля, поскольку являются пространственным ин-

вариантом. При дистанционных индукционных зондированиях слоисто-

неоднородных сред с источником поля в виде вертикального магнитного ди-

поля удельная электропроводность однородного полупространства в ближ-

ней (низкочастотной) зоне определяется по отношениям составляющих маг-

нитного поля или полуосей эллипса поляризации по аналогичным формулам 

[Светов 1973] 

2 2

0 0

4 4 br

z a

HH

H Hr r


 
  . 

Измерения полуосей эллипса поляризации магнитного поля в верти-

кальной плоскости, проходящей по линии источник-точка измерения, обос-

нованы для изучения слоисто-неоднородных сред. При поисках локальных 

проводящих объектов, которыми являются месторождения проводящих руд, 

необходимы измерения пространственных составляющих эллипса поляриза-

ции, поскольку симметрия магнитного поля нарушается.  

Изучение закономерностей изменения пространственного эллипса поля-
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ризации магнитного поля в среде с 3D проводящими объектами выполнено с 

помощью пакета программ D6_EН. По результатам расчета составляющих 

поля определяются дополнительные характеристики, отражающие перерас-

пределение поля вблизи проводящего 3D объекта: фазовые углы, тензор им-

педанса, вектор плотности энергии Умова-Пойнтинга, отношения состав-

ляющих поля и т.п. 

Результаты математического моделирования приведены на рис. 58 в виде 

планов изолиний отношений полуосей полного эллипса поляризации магнит-

ного поля Ha/Hb, создаваемого током  I = 1 A в незаземленном контуре разме-

ром 200х200 м, с центром, расположенным в начале координат.  

Ряд частот f от 125 до 275 Гц выбран как нечетные гармоники основной 

рабочей частоты 25 Гц.  

Проводящий 3D-объект в виде прямоугольного параллелепипеда имеет 

размеры по осям 150х200х50 м, глубина погружения центра h = 150 м. Про-

екция 3D тела на поверхность z = 0 изображена прямоугольником. Удельное 

сопротивление полупространства о = 1000 Ом∙м, проводящего объекта  = 1 

Ом∙м. Высота плоскости наблюдений z = 50 м. 

Кроме соотношения полуосей эллипса поляризации Hb/Ha  удобной ха-

рактеристикой для выделения локальных аномалий электропроводности при 

измерениях магнитного поля при площадной съемке является величина экс-

центриситета эллипса  2 21
b a

e H H  , которая уменьшается с удалением 

точки наблюдений от источника в ограниченных пределах е =1 ÷ 0.  

На рис. 58 вверху приведены планы изолиний отношений полуосей эл-

липса поляризации магнитного поля Ha/Hb  над проводящим 3D-объектом в 

виде прямоугольного параллелепипеда на частоте  f = 75 Гц. На рис. 58 внизу 

приведены графики отношений полуосей Ha/Hb по профилю Y=0 над 3D-

объектом (сплошные) и над однородным полупространством (штриховые) на 

частотах f =75, 125, 175 Гц (шифр кривых). 
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Рис. 58. Вверху - планы изолиний Ha/Hb над 3D-проводящим объектом на 

частоте 75 Гц. Внизу – графики Ha/Hb по профилю Y=0 над 3D-объектом 

(сплошные) и над однородным полупространством (штриховые) на частотах f 

=75, 125, 175 Гц (шифр кривых) 
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Рис. 59. Вверху - планы изолиний эксцентриситета над 3D-проводящим объ-

ектом на частоте 75 Гц. Внизу – графики эксцентриситета по профилю Y=0 

над 3D-объектом (сплошные) и над однородным полупространством (штри-

ховые) на частотах f = 75, 125, 175 Гц (шифр кривых) 
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На рис. 59 вверху приведены планы изолиний эксцентриситета эллипса 

поляризации над проводящим 3D-объектом.  

Графики внизу на рис. 59 -  кривые эксцентриситета эллипса по профи-

лю Y = 0 над 3D-объектом (сплошные) и над однородным полупространством 

(штриховые) на частотах f = 75, 125, 175 Гц (шифр кривых). 

Изолинии отношения полуосей эллипса поляризации Ha/Hb и эксцентри-

ситета над проводящим однородным полупространством представляют собой 

замкнутые кривые, близкие к окружности относительно центра источника, 

величины которого убывают с удалением от источника. 3D-объект отмечается 

на планах изолиний Ha/Hb и эксцентриситета эллипса в виде локальных ис-

кажений изолиний над проекцией проводящего объекта. 

Кривые отношения Ha/Hb и эксцентриситета эллипса на графиках рис. 

53-54 над 3D-объектом представляют собой аномалии сложной формы, что 

объясняется суперпозицией магнитных полей от аномальных токов проводи-

мости и токов индукции в проводящем теле.  

Величины аномалий магнитного поля от локального проводника сущест-

венно зависят от частоты тока в источнике и контрастности удельных сопро-

тивлений 3D объекта и вмещающей среды.   

Из приведенных выше графиков поля на различных частотах рис. 58-59 

видно, что для достижения значимого аномального эффекта при контрастно-

сти удельных сопротивлений 3D-объекта и среды 1: 500 над проводящим ло-

кальным объектом можно ограничиться достаточно низкими частотами ис-

следований. 

Для проверки работоспособности метода были проведены эксперимен-

тальные измерения методом незаземленной петли (НП-Н) на медно-

колчеданном месторождении «Чусовское» Среднего Урала. В качестве ис-

точника поля была использована незаземлённая петля размером 100×100 м с 

силой тока  I = 20 А. Форма тока — прямоугольная, что позволило выпол-

нить измерения на нескольких высших гармониках.  

Частота основной гармоники выбрана равной 25 Гц, что позволило мак-
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симально разнести по частоте основную и высшие гармоники полезного сиг-

нала от частоты помехи промышленной сети 50 Гц. В качестве регистратора 

сигнала был использован измеритель многочастотного комплекса индукци-

онного зондирования [Арзамасцев и др., 2018] с трёхкомпонентным индук-

ционным датчиком, при этом измерения выполнялись на нескольких гармо-

никах основной частоты в частотном диапазоне 25÷2700 Гц.  

Результаты измерений в виде отношения полуосей Ha/Hb на нескольких 

частотах по одному из профилей приведены на рис. 60. 

 

Рис. 60. Результаты измерений методом НП-Н на месторождении «Чусов-

ское». Вверху – графики отношения полуосей  Ha/Hb (шифр кривых – частота 

[Гц]). Внизу – проекции скважин и рудного тела на разведочную линию 

«восток-запад» 

Проводящее тело хорошо выделяется по локальным аномалиям над руд-
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ным телом месторождения, что подтверждает работоспособность метода. 

С ростом частоты профильные кривые отношения полуосей Ha/Hb над 

рудным телом (рис. 60 вверху) становятся менее рельефными на фоне спада 

нормального магнитного поля источника.  

На рис. 61 приведены кривые кажущегося удельного сопротивления од-

нородного полупространства ρк (Ом·м), соответствующие измеренным вели-

чинам полуосей эллипса магнитного поля Ha и Hb по методике, предложен-

ной в работах [Вешев, 1971; Якубовский, 1988]. 

 

Рис. 61. Графики ρк, Ом·м , соответствующие отношению полуосей Ha/Hb для 

однородного полупространства на месторождении «Чусовское» (шифр кри-

вых – частота f, Гц). 

Выделению аномалии магнитного поля на высоких частотах помогают 

величины эксцентриситета е, которые резко зависят от изменения величины 

малой полуоси эллипса поляризации магнитного поля (рис. 62). 

Рассмотренный подход может найти применение в широком классе ис-

следований: в наземном варианте сокращается время и трудозатраты на про-

ведение съёмки и повышается точность и воспроизводимость результатов; в 
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набирающем в настоящее время актуальность варианте воздушной съёмки с 

применением беспилотных летающих аппаратов (БПЛА) отпадает необходи-

мость ориентировки измерительной системы в воздухе, что значительно уп-

рощает конструкцию и уменьшает несомую БПЛА нагрузку. Метод может 

найти применение в скважинном варианте электромагнитных исследований. 

 
Рис. 62. Графики эксцентриситета эллипса поляризации магнитного поля на 

месторождении «Чусовское» (шифр кривых – частота [Гц]). 

Полученные материалы позволяют сделать следующие выводы: 

- измерения полуосей полного эллипса поляризации магнитного поля в ин-

дуктивной электроразведке имеют преимущество перед измерениями состав-

ляющих магнитного поля, поскольку не зависят от пространственной ориен-

тации датчиков составляющих поля, что полностью исключает методиче-

скую погрешность измерений; 

- использование измерений относительных фаз составляющих магнитного 

поля позволяет существенно упростить измерительное устройство для опре-

деления полуосей полного эллипса поляризации, поскольку не требует кана-

ла передачи фазы тока от источника поля к измерителю. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

__________________________________________________________________ 

 

Представленная монография посвящена теоретическому описанию рас-

сеяния низкочастотного гармонического электромагнитного поля на локаль-

ных проводящих объектах, программно-алгоритмической реализации полу-

ченного интегрального уравнения рассеяния поля с примерами практическо-

го применения.  

Для описания воздействия на заряды со стороны электрического и пере-

менного магнитного поля наряду с силами Кулона и Ампера введено понятие 

силы Фарадея. Явление поляризации малого проводящего объекта рассмот-

рено как возникновение под действием электрического и магнитного полей в 

центре элементарного объема вторичных электрических и магнитных дипо-

лей. При этом момент вторичного электрического диполя пропорционален 

аномальной электропроводности и напряженности электрического поля. Мо-

мент вторичного магнитного диполя пропорционален аномальной электро-

проводности и скорости изменения потока магнитного поля. Физико-

математическое описание рассеяния гармонического электромагнитного поля 

на 3D проводнике выполнено как суперпозиция аномальных электромагнит-

ных полей вторичных электрических и магнитных диполей (метод момен-

тов).  

Полученное уравнение рассеяния гармонического электромагнитного 

поля учитывает парные и перекрестные эффекты физических полей, возни-

кающие в проводящем 3D объекте:  

- парный эффект полей заключается в учете действия двух сил – Кулона и 

Фарадея, действующих на заряды со стороны электрического и переменного 

магнитного полей; 

-  перекрестный эффект полей заключается в создании магнитного поля элек-

трическим полем (токами) по закону Био-Савара и электрического поля – пе-
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ременным магнитным полем по закону Фарадея. 

Для численных расчетов приведена система линейных алгебраических 

уравнений, к которой путем дискретизации сводится уравнение рассеяния 

гармонического электромагнитного поля и проанализированы способы чис-

ленной реализации.  

С помощью проведенного математического моделирования проведен 

анализ пространственно-частотных зависимостей поведения электрического 

и магнитного полей в зависимости от типа возбуждения проводящего тела 

внешним электрическим или магнитным полем, а также при совместном воз-

буждении полем стороннего источника. 

Дано сравнение результатов выполненного математического моделиро-

вания и физических экспериментов по изучению закономерностей рассеяния 

электромагнитного поля на проводящих объектах в непроводящей вмещаю-

щей среде.  

Разработано специализированное программное обеспечение в виде паке-

та программ применительно к геофизическим методам электроразведки пе-

ременным током. Описаны примеры практического применения математиче-

ского моделирования при проектировании новых методов электроразведки, 

обосновании новых методик выполнения измерений, а также при поисках 

месторождений проводящих руд воздушными и наземными методами индук-

тивной электроразведки. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ. 

Приложение 1. Векторные волновые уравнения 

В теории электромагнитных полей для облегчения решения уравнений 

электродинамики вводятся различные вспомогательные функции. Так, из 

уравнения  непрерывности магнитного поля в проводящей немагнитной сре-

де  0div H , указывающем на его вихревой характер, источником которого 

служит электрический ток элементарного источника (электрического дипо-

ля), а также векторного соотношения 0div rot A  следует, что можно ввести 

вспомогательную векторную функцию 

AH rot .                 (1) 

где вектор A  называется вектор–потенциалом электрического типа [А]. 

При этом предполагается, что функция A  всюду непрерывна и конечна, 

кроме источника и бесконечности. Вне источника вектор-потенциал A  удов-

летворяет такому же волновому уравнению, что и векторы Н и Е, а в точке 

источника r  величине момента М  источника: 

)'( rrMAA  2k ,             (2) 

где  IdM l  – момент элементарного электрического диполя [А*м]; )'( rr    

– дельта–функция Дирака [м
-3

]; ok j  – волновое число среды [м
-1

]. 

С помощью вектор-потенциала A  можно определить электрическое по-

ле. Для доказательства возьмем rot от обеих частей выражения (1) 

AAAH  divgradrotrotrot    

и подставим это выражение в первое уравнение Максвелла (закон Био-

Савара) 

EH rot . 

С учетом (2) для точек вне источника 'rr   получим 

 AAAE
2 

11
kdivgradrotrot 


.          (3) 

Для определения электрического поля индукционного происхождения, необ-

ходимо исходить из уравнения 0Ediv , указывающего на вихревой харак-
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тер переменного электрического поля, источником которого служит пере-

менное магнитное поле электрического тока в элементарном источнике (маг-

нитный диполь). 

Введем вектор–потенциал магнитного типа *
A  [В], используя тождество 

0  *
Arotdiv , представив вектор Е как 

*
AE rot .                (4) 

По аналогии с предыдущим выводом, можно показать, что вектор–потенциал 

магнитного типа удовлетворяет волновому уравнению, подобному (2) 

)'(
***

rrMAA  ojk 2 ,           (5) 

где  * ISM n  – момент элементарного магнитного диполя [А*м
2
]. 

Напряженность магнитного поля с помощью вектор-потенциала магнит-

ного типа *
A  можно определить из второго уравнения Максвелла (закона 

Фарадея) 

HBE oj
t

rot 



  

из которого, с учетом (5), для точек вне источника 'rr   получим 

)(
***

AAAH
2 

1
 

1
kdivgrad

j
rotrot

j oo




.          (6) 

Сравнивая пары формул (1) и (4), (3) и (6), (2) и (5) можно заметить тождест-

венность этих формул при следующей замене: 

E  на  H,  IdM l  на  oj IdS*  M n ,    0   на  -j0.,  A  на  *
A . (7) 

Эта аналогия широко используется при решении ряда задач ЭМ полей. Урав-

нения (2) и (5) называют волновыми уравнениями Гельмгольца. 

Решение волнового векторного уравнения Гельмгольца. 

Решения многих прямых задач методов переменных электромагнитных по-

лей сводится к решению волнового уравнения для вектор–потенциала элек-

трического или магнитного типа в зависимости от вида источника. В после-

дующем по формулам (1) и (3)  или (4) и (6) рассчитываются напряженности 

полей.  
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Приведем решение волнового уравнения (2) для электрического век-

тор–потенциала A  в безграничной среде с электропроводностью σ для ис-

точника в виде электрического диполя с моментом М. Запишем уравнение в 

матричном виде 

)'()'()()( rrrrr nmnmnnm

m

MAkA
r





2

2

2

,    (8) 

где  mn







nm  при  ,
 nm  при  ,

1
0

– символ Кронекера, 

 )'( rr    – дельта–функция Дирака, 

m и  n – индексы составляющих векторов A  и М. 

Определим прямое и обратное преобразование Фурье с помощью соотноше-

ний 

 




 rprrp diFF )exp)()( ,     




 pprpr diFF )exp)(
)(

)(
32

1


. 

Для Фурье–образа вектор–потенциала )( pmA  из (8) получим выражение вида 

  nmnmmn MAkp   )()( p
22 , 

откуда   

 
22 kp

M
A m

m


)( p . 

Выполняя обратное преобразование Фурье в сферических координатах 

 






 








1

10

22

2

2

0 0

22

22

0

3 2

1

2

1
dle

kp

dpp
de

kp

dpp
d iprlipr

)(
sin

cos









 

r

e
dx

krx

xx

r
dp

kp

prp

rkp

pdpee

ir

kripripr  











    4

1

2

1

2

1

2

1

0
222

0 0
222222

)(

sinsin)(

где xieix
sin , zedx

zx

xx 






 2
0

22

sin
. 

В результате получим решение в виде: 
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R

e
kR


4

M
A(r) ,   где 'rr R .            (9) 

По формулам (1) и (3)  можно определить напряженности электрического и 

магнитного полей электрического диполя.  

Аналогично можно решить уравнение для магнитного вектор–потенциала, 

которое будет иметь вид: 

R

e
j

kR

o







4

*

*
)(

M
rA .             (10) 

Напряженности электрического и магнитного полей магнитного диполя оп-

ределяются по формулам (4) и (6).  

Введение вспомогательных электрического и магнитного вектор–

потенциалов  значительно упрощает решения задач. 

Решение уравнения Пуассона. 

Частным случаем уравнения (2) является стационарный режим электро-

магнитного поля ko= 0 (уравнение Пуассона)  

)'( rrMA                    (11) 

решением которого является интеграл Пуассона 

R

M
rA

1

4
)( .                 (12) 

Применим это решение для нахождения электрического потенциала ста-

ционарного точечного источника. 

Из электростатической теоремы Гаусса в дифференциальной форме 

D div  следует, что электрический потенциал удовлетворяет уравнению 

Пуассона  





o

U  , 

где gradU oD  – электрическая индукция, Кл/м
2
, o  – электрическая 

постоянная, Ф/м,   – диэлектрическая проницаемость среды,  ρ – объемная 

плотность зарядов, Кл/м
3
.   

Для получения решения необходимо воспользоваться представлением 
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объемной плотности зарядов для сосредоточенного точечного источника в 

виде ( ) ( ) ( )
o o

q  r r r r  

0

( )
( ) ( )o

o

q
U 

 
   

r
r r r . 

В результате получим выражение для стационарного электрического потен-

циала для точек вне точечного заряда в виде 

( ' ) ( )1 1
( ) ( ') '

4 4

o o

o oV

q
U q d

R R



   


 

r r r
r r r ,  где o'R rr  .  (13) 

Решение дифференциальных уравнений методом функции Грина 

Представим систему дифференциальных уравнений для векторной 

функции )(r   и  известной векторной функции )(rf ,  определенных в ко-

нечной области Vr , в виде: 

1 2 3D ( ) ( ) f ( );   , , , ;r r r      (14) 

где: )(rD  - линейный дифференциальный оператор порядка n.  

Решение для искомой функции )(r  можно представить в виде операторно-

го соотношения  

 ),()()( rrr  fQ         (15) 

где: )(rQ  – оператор, обратный оператору )(rD . 

 Введем тензорную функцию Грина )'/( rrG , являющуюся решением 

уравнения (14) с правой частью в виде дельта-функции Дирака 

   )'()'/()( rrrrr GD ,      (16) 

представляющую собой отклик на единичное воздействие. 

 Тогда решение уравнения (14) может быть представлено в виде 

 
V

dfG ')'()'/()( rrrrr  .    (17) 

Для нахождения функции Грина в виде решения дифференциального 

уравнения (16) используется обратное Фурье-преобразование обратного 

дифференциального оператора )( p
1D  
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 )'()()'/( rrrrr   
1DG .      (18) 

Решение волнового уравнения 

Волновое уравнение для тензорной функции Грина вида (16), исполь-

зуемой для расчета искомой функции по формуле (17), имеет вид  

  )()(}{ rr  Gkrotrot o
2 .     (19) 

Запишем это уравнение в матричном виде 




 )()( rr 























Gk

xxx
k

2
02

22

, 

где использовано 

AAA  divgradrotrot   . 

Выполнив прямое преобразование Фурье, перейдем к Фурье–образу  

   )(])[( pGppkp 2
0

2 ,     (20) 

который имеет обобщенный матричный вид 

 GA . 

Функцию Грина будем искать в виде   1AG . 

Обратную матрицу определим, используя свойство    AA 1
. 

Представим обратную матрицу А
-1

 в виде:  

   ppdcA 1 ,    

где с и d – неизвестные постоянные. 

Перемножая матрицы   

   ][])[( ppdcppkp 2
0

2 , 

получим, используя      и    pppp   


  )()(

22
0

2
odkcppckp . 

Составив два уравнения с двумя неизвестными:  

1.  при α ≠ γ:  02  okdc , т.е. 
2
ok

c
d   
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2. при α = γ:  12
0

2  ckp )( ,  

определим постоянные  

 
22

1

okp
c


  и 

)(
2222

1

ooo kpkk

c
d


 . 

В результате имеем для Фурье–образа: 

 


 


 2

22222222

1 1
o

ooooo

kpp
kpkkpkpk

pp
AG 








 

)()(
. 

Выполняя обратное преобразование Фурье, аналогичное выводу (9), получим 

решение вида 

 
R

e
k

rrk
G

Rok

o

o





















 


 



2
2

24

1
)(r .     (21) 

Сводная таблица решений дифференциальных уравнений второго порядка 

Дифференциальное уравнение Решение 

Уравнение Пуассона 

)()M()(A nmnm '' rrrr    

mn
n

m
R

M
A 



1

4
)(r  

Уравнение Гельмгольца 

)()M()(Ak)(A nmnnomnm '' rrrrr   2  

mn

Rok
n

m
R

eM
A 






4

)(r  

Волновое уравнение 

  )'()()( rr  rGkrotrot o
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Приложение 2. Обозначения и размерности электромагнитных 

физических величин. 

 

q 

U 

Кл 

В 

  Электрический заряд 

Электрический потенциал 

D Кл/м
2
   Электрическая индукция 

Е  В/м Напряженность электрического поля 

I  A Сила тока 

i  A/м
2
 Плотность тока 

   См/м Удельная электропроводность 

  Омм Удельное электрическое сопротивление 

А А Вектор-потенциал электрического типа 

А
* В Вектор-потенциал магнитного типа 

ЭM  Кл*м  Момент электростатического диполя 

EM  А*м  Момент электрического диполя 

HM  А*м
2 

 Момент магнитного диполя 

f Гц Частота 

 Сек
-1 

Круговая частота 

k м
-1 

Волновое число 

   - Относительная диэлектрическая проницаемость 

 о Ф/м Электрическая постоянная = 8.85·10
-12

 

 Кл/м
3 

Объемная плотность зарядов 

B Тл Магнитная индукция 

Ф Вб Поток магнитной индукции 

H А/м Напряженность магнитного поля 

μо Гн/м Магнитная постоянная = 4·10
-7

 

P В/м Вектор поляризации 
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